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Аннотация

В курсе лекций развивается теория флуктуационных явлений, связан-
ных с макроскопическими степенями свободы. Наряду с критическими
явлениями рассмотрены различные фазы конденсированного состоя-
ния, где где флуктуации играют важную роль. Представлена также
теория динамических флуктуаций, которая применяется как к равно-
весным, так и к неравновесным системам.

Монография предназначена для студентов и аспирантов физиче-
ских факультетов университетов, а также для научных работников и
специалистов, работающих в области высоких технологий, чьи инте-
ресы связаны с физикой конденсированных сред.

Предисловие

В настоящем курсе лекций представлена теория явлений, связанных
с флуктуациями параметров конденсированной среды, которые “жи-
вут” на масштабах, превышающих атомный размер. При некоторых
условиях эти флуктуации существенно влияют на физические свой-
ства вещества. Классическим примером такого рода являются флук-
туации параметра порядка, которые определяют сингулярные вклады
в термодинамические характеристики вещества в окрестности фазо-
вых переходов второго рода. Мы представляем теорию критических
флуктуаций, стартующую с разложения Ландау энергии по парамет-
ру порядка, и позволяющую учитывать флуктуационные эффекты в
виде ряда теории возмущений по взаимодействию флуктуаций. Сна-
чала мы рассматриваем проблему в пространстве размерности d = 4,
где она допускает последовательное решение. В размерности d = 3
флуктуации параметра порядка приводят к скейлингу (то есть сте-
пенному характеру зависимости различных величин друг от друга).
Критические индексы, характеризующие эту зависимость, могут быть
оценены в рамках так называемого ε-разложения. Мы рассматриваем
теорию слабой кристаллизации, где флуктуации кристаллизационного
параметра порядка меняют природу фазового перехода по сравнению
с теорией среднего поля, приводя к фазовому переходу первого рода.
Тепловые длинноволновые флуктуации играют существенную роль в
ряде фаз, вне зависимости от их близости к фазовому переходу. В
смектиках эти флуктуации приводят к разрушению дальнего порядка
и к логарифмической ренормировке модулей упругости. В двумерных
ферромагнетиках флуктуации намагниченности порождают спонтан-
ную щель в магнонном спектре. В мембранах, которые являются дву-
мерными объектами, погруженными в трехмерную жидкость, суще-
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ственную роль играют изгибные флуктуации, которые приводят к ло-
гарифмической ренормировке упругих модулей мембраны. Специаль-
ный интерес представляет физика сверхтекучих пленок, где разруше-
ние сверхтекучего состояния происходит за счет флуктуаций, связан-
ных с локализованными объектами – квантовыми вихрями. Аналогич-
ное явление должно наблюдаться в кристаллических и гексатических
пленках. Мы рассматриваем также ряд динамических явлений, связан-
ных с длинноволновыми флуктуациями, используя технику Уайлда.
Первой в этом ряду стоит критическая динамика. Мы представляем
простейший случай чисто релаксационной динамики параметра поряд-
ка, который демонстрирует все основные особенности явления. В дву-
мерной гидродинамики тепловые флуктуации приводят к логарифми-
ческой ренормировке коэффициента вязкости и других кинетических
коэффициентов. В свободно подвешенных пленках тепловые флукту-
ации определяют затухание всех гидродинамических мод. В неравно-
весной ситуации флуктуации изучаются на примере роста кристалла
или распространения пламени, где флуктуации приводят к “огрубле-
нию” поверхности (фронта распространения). Рассмотрена также за-
дача о пассивном скаляре, переносимым случайным (турбулентным)
полем скорости, дающая еще один пример сильно неравновесной си-
стемы, для которой удается получить информацию о статистике ее
флуктуаций.

Введение

Как известно, всякая физическая величина обладает как регулярным
поведением, которое описывается гладкой функцией времени, удовле-
творяющей определенным детерминистическим (дифференциальным)
уравнениям, так и нерегулярным (хаотическим) поведением, которое
представляет собой флуктуации около этой гладкой функции. Осо-
бенно сильны флуктуации на микроскопическом уровне, где следует
различать квантовые и тепловые флуктуации. Например, квантовые
флуктуации приводят к тому, что положение электрона в атоме яв-
ляется плохо определенной величиной. Поэтому его состояние следует
описывать в терминах волновой функции, определяющей вероятность
того или иного процесса. Что же касается тепловых флуктуаций, то
можно упомянуть флуктуации скорости молекул газа, которые приво-
дят к необходимости статистического описания (в рамках распределе-
ния Максвелла).

Нас будет интересовать роль флуктуаций таких параметров, как
температура, плотность, намагниченность, которые относятся к фи-
зической системе в целом или к ее отдельным, но макроскопическим
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частям (содержащим большое число микрочастиц, то есть атомов или
молекул). Роль квантовых эффектов в этой ситуации, как правило,
пренебрежимо мала. Что же касается тепловых флуктуаций, то для
макроскопических величин они также обычно слабее, чем для отдель-
ных микрочастиц. Тем не менее, имеется ряд случаев, когда тепло-
вые флуктуации играют значительную роль и в макроскопике. Пожа-
луй, наиболее известным примером такого рода являются критические
флуктуации, которые приводят к появлению сингулярных вкладов в
термодинамические величины системы вблизи фазового перехода вто-
рого рода или вблизи критической точки. Особой задачей является
изучение флуктуаций в ситуации, когда система далека от теплового
равновесия (отклонение от которого вызывается тем или иным внеш-
ним воздействием). В качестве примера можно привести рост кристал-
ла из расплава, который является процессом релаксации к равновесию,
когда макроскопические флуктуации являются существенно неравно-
весными. Другим примером такого рода является турбулентность, то
есть состояние жидкости или газа, характеризуемое сильными флук-
туациями скорости.

В любом случае исследование флуктуаций, в силу их нерегулярно-
сти, требует статистического подхода, то есть они должны характери-
зоваться некоторыми средними. Как правило, речь идет о величинах,
найденных усреднением по значительным временны́м интервалам. Но
зачастую вместо временно́го усреднения используется усреднение про-
странственное. Здесь возникает непростой вопрос о соотношении этих
двух способов усреднения, который, вообще говоря, требует специаль-
ного исследования для каждой конкретной системы. Можно утвер-
ждать, что полученные разными способами средние совпадают для
эргодических систем, динамика которых устроена так, что достаточ-
но быстро “заметается” все фазовое пространство (или та его часть,
где формируются средние). Обсуждение общих вопросов, касающихся
статистики различных систем, можно найти в монографиях [1, 2, 3].
В дальнейшем мы будем предполагать свойство эргодичности выпол-
ненным, и не будем поэтому различать результаты разных способов
усреднения, говоря просто о средних величинах. Мы обозначаем их
угловыми скобками. Например, среднее от параметра ψ обозначает-
ся 〈ψ〉. Здесь ψ может быть такой макроскопической величиной, как
давление, плотность, скорость, или параметром порядка, разные типы
которого необходимы для описания многообразных фаз, реализуемых
в конденсированном состоянии. Например, параметром порядка сверх-
текучей жидкости является волновая функция Бозе-конденсата.

Мы будем иметь дело с параметрами, которые изменяются во вре-
мени и пространстве (на масштабах, намного превышающих атомные
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размеры). Детальную информацию о системе несут корреляционные
функции характеризующих ее параметров. Например, парная корре-
ляционная функция параметра ψ определяется, как следующее сред-
нее: 〈ψ(t1, r1)ψ(t2, r2)〉. Для однородной (по времени и пространству)
системы эта корреляционная функция зависит только от разностей
времен t1− t2 и координат r1−r2. Поэтому среднее здесь можно пони-
мать, как среднее по времени t1 при фиксированной разности t1 − t2,
или как среднее по r1 при фиксированной разности r1−r2. Если систе-
ма пространственно неоднородна, то в парной корреляционной функ-
ции появляется зависимость также и от полусуммы (r1 + r2)/2. Тогда
усреднение надо понимать, как среднее по времени. Тем не менее, про-
странственное усреднение можно использовать и в неоднородном про-
странственном случае, если характерная длина этой неоднородности
велика по сравнению с корреляционной длиной корреляционных функ-
ций. Тогда пространственное среднее следует понимать, как усредне-
ние по масштабам меньшим, чем характерный размер неоднородности.

Усреднение приводит к некоторой функции распределения веро-
ятности, которая определяет вероятность той или иной реализации
флуктуирующих величин. Для равновесного случая одновременны́е
корреляционные функции (взятые при совпадающих временах) мож-
но вычислять, исходя из распределения Гиббса, точнее, используя его
макроскопический аналог, построенный на основе разложения Лан-
дау. Однако уже для вычисления разновременных корреляционных
функций (при несовпадающих временах) распределения Гиббса ока-
зывается недостаточно, для этого необходимо знать также макроско-
пические динамические (гидродинамические) уравнения системы. При
этом, в зависимости от типа динамики, разновременные корреляцион-
ные функции могут оказаться различными для разных систем, даже
если их одновременные корреляционные функции совпадают. В нерав-
новесном же случае даже одновременные корреляционные функции
невозможно вычислить без знания динамики системы. При этом ока-
зывается существенным также способ возбуждения неравновесности,
которая может вызываться непрерывным внешним воздействием или
“ударным” воздействием, в результате которого формируется неравно-
весное состояние, постепенно релаксирующее к равновесию.

Мы начинаем с теории фазовых переходов второго рода. Еще в
тридцатые годы 20 века Ландау ввел ключевое для фазовых перехо-
дов понятие параметра порядка и построил то, что сейчас называют
теорией среднего поля, основываясь на разложении энергии системы
по параметру порядка вблизи точки фазового перехода. Однако уже
в сороковые-пятидесятые годы стало ясно, что вблизи фазового пе-
рехода второго рода важны флуктуации параметра порядка. Это бы-
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ло подтверждено экспериментально в шестидесятые-семидесятые го-
ды, когда были измерены различные термодинамические характери-
стики вещества вблизи фазовых переходов второго рода. В частности,
эксперимент показал, что теплоемкость неограниченно возрастает при
приближении к температуре перехода, в то время как теория среднего
поля предсказывает скачок теплоемкости в точке перехода. Экспери-
мент привел к концепции скейлинга, который заключается в степен-
ном характере зависимости различных величин друг от друга вблизи
точки фазового перехода второго рода. Были введены так называемые
критические индексы, которые характеризуют такую зависимость.

Уже в шестидесятые годы была построена феноменология, позво-
ляющая связывать различные критические индексы между собой. Од-
нако понимание явления скейлинга было достигнуто только в семиде-
сятые годы, оно было связано с работами Вильсона по так называемо-
му ε-разложению. Эта техника разбирается в настоящем курсе. Нельзя
сказать, что на сегодняшний день мы обладаем последовательной тео-
рией фазовых переходов. Но, по крайней мере, есть уверенность в том,
что существующая теория правильно отражает качественные аспекты
поведения физических систем вблизи фазовых переходов второго ро-
да. Понятна также причина универсальности, проявляющаяся в том,
что критические индексы оказываются идентичными для систем са-
мой разной физической природы (имеется несколько так называемых
классов универсальности, каждый из которых характеризуется своим
собственным набором критических индексов).

Интересна гипотеза, высказанная Поляковым, согласно которой силь-
ное взаимодействие флуктуаций вблизи точки фазового перехода при-
водит к повышению симметрии системы, приводя в частности к кон-
формной симметрии. В трехмерном случае эта симметрия наклады-
вает некоторые ограничения на корреляционные функции параметра
порядка. В двумерном же случае (который соответствует фазовым пе-
реходам в пленках или слоях) конформная симметрия является беско-
нечномерной, и потому накладывает столь многочисленные связи на
корреляционные функции, что позволяет найти все основные характе-
ристики системы (например, критические индексы) [4]. Развитие этой
идеи породило целую отрасль науки, называющейся конформной тео-
рией поля и отраженной в обширной литературе. К сожалению, она
лежит вне рамок наших лекций. Мы не касаемся также деятельности,
посвященной решеточным моделям (в основном двумерным) фазовых
переходов (смотри [5]).

Проблема фазовых переходов возбудила большой интерес к роли
флуктуаций в макроскопической физике. В семидесятые-восьмидесятые
годы был найден и исследован целый ряд систем, где такие флукту-
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ации играют существенную роль в формировании физических харак-
теристик системы. Работы Березинского и Костерлица-Таулесса при-
вели к созданию теории фазового перехода в пленках сверхтекучей
жидкости (гелия-4), где главную роль в разрушении сверхтекучести
играет распаривание связанных пар вихрь-антивихрь. Аналогичный
механизм приводит к разрушению кристаллического и гексатическо-
го порядка в двумерных системах. Бразовский осознал большую роль
флуктуаций кристаллического параметра порядка вблизи слабокри-
сталлизационных фазовых переходов, эти флуктуации определяют ха-
рактер фазового перехода из жидкости в кристалл (а, точнее, целую
серию фазовых переходов), который обязательно оказывается перехо-
дом первого рода. В смектической фазе (которая является фазой с од-
номерной модуляцией плотности) изгибные флуктуации слоев приво-
дят к логарифмической ренормировке модулей упругости смектиков.
Изгибные флуктуации оказываются существенными и в физике мем-
бран, которые представляют собой двойные слои липидных молекул,
которые можно рассматривать, как двумерные объекты, погружен-
ные в трехмерную жидкость. Эти изгибные флуктуации приводят к
логарифмической ренормировке модулей упругости мембраны. В дву-
мерных ферромагнетиках флуктуации направления намагниченности
приводят к появлению спонтанной щели в спектре флуктуаций.

Все перечисленные случаи разбираются в настоящем курсе. Это
возможно сделать с единой точки зрения, на основе ренорм-группового
формализма. При этом, как и в квантовой теории поля, возможны две
различные ситуации. Одна из них заключается в том, что эффектив-
ная константа связи падает с увеличением масштаба (этот случай ре-
ализуется в смектиках). Такая ситуация аналогична нуль-зарядному
поведению, впервые обнаруженному в квантовой электродинамике [6].
В другой ситуации (которая реализуется в мембранах и двумерных
ферромагнетиках) эффективная константа связи растет с увеличением
масштаба. Тогда теория возмущений перестает работать на больших
масштабах. Самый известный тип такого поведения – конфайнмент в
квантовой хромодинамике (теории сильных взаимодействий).

Особой задачей является вычисление разновременных корреляци-
онных функций, которые несут в себе информацию о динамике си-
стемы. Для этого необходимо использовать технику Уайлда, развитую
первоначально в рамках теории турбулентности [7]. Мы представля-
ем исследование критической динамики, сосредоточившись на част-
ном случае чисто релаксационной динамики параметра порядка. На
этом простейшем примере видны все особенности теории критической
динамики. Мы рассматриваем также двумерную гидродинамику, где
тепловые флуктуации приводят к логарифмической ренормировке ко-
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эффициентов вязкости. Та же техника Уайлда применима и для нерав-
новесных систем. В качестве примера мы рассматриваем так называе-
мую проблему KPZ (Kardar-Parisi-Zhang), которая возникает из таких
задач, как рост кристалла из расплава или распространение фронта
пламени. Отметим, что двумерная гидродинамика относится к нуль-
зарядному типу, в то время как в проблеме KPZ имеется асимптоти-
ческая свобода.

В курсе разбирается также задача о корреляционных функциях
пассивного скаляра во внешнем случайном (турбулентном) поле скоро-
сти. Эта задача относится к широкому классу задач о статистических
свойствах сильно неравновесных систем, каноническим примером ко-
торых является гидродинамическая турбулентность. Построение тео-
рии таких систем далеко от своего завершения, что связано с силь-
ным взаимодействием флуктуаций, внутренне присущим существенно
неравновесному состоянию. В случае, когда пассивный скаляр “живет”
на масштабах меньше длины корреляции скорости, можно получить
детальную информацию о его корреляционных функциях, что выгод-
но отличает задачу о пассивном скаляре от других задач типа турбу-
лентности. Найденное решение иллюстрирует такое характерное для
неравновесных систем явление, как сильную перемежаемость. Можно
надеяться, что эта задача послужит прообразом для решения других
неравновесных задач.

Настоящий текст написан на основе лекций, которые автор в те-
чении многих лет читал для студентов кафедры МФТИ “Проблемы
Теоретической Физики” при Институте Теоретической Физики имени
Л. Д. Ландау РАН. Мы надеемся, что наш курс будет способствовать
расширению кругозора студентов общефизических специальностей, а
студенты, специализирующиеся в области теоретической физики, мо-
гут использовать его в качестве учебника. В соответствии с данной
спецификой текст содержит ссылки на основополагающие работы, а
также на обзоры и монографии, то есть приведенный нами список ли-
тературы ни в коем случае нельзя считать исчерпывающим.



Лекция 1

Теория Ландау

В конденсированном состоянии при изменении температуры или дав-
ления происходит множество фазовых переходов. Традиционно они
делятся на фазовые переходы первого рода (с конечной скрытой теп-
лотой) и фазовые переходы второго рода (с нулевой скрытой теплотой)
[3], последние называются еще непрерывными. Эта классификация от-
нюдь не является исчерпывающей, но вполне достаточна для большин-
ства практических нужд. Мы приступаем к изложению теории фа-
зовых переходов второго рода, в окрестности которых наблюдаются
сильные флуктуации различных величин. Эта теория в значительной
мере применима также к окрестностям критических точек (таких, как
критическая точка на диаграмме газ-жидкость).

Основы теории фазовых переходов второго рода были заложены
в тридцатые годы двадцатого века Л. Д. Ландау [8]. Центральным
понятием в теории Ландау является так называемый параметр поряд-
ка, который мы будем обозначать ϕ. Параметр порядка связан с сим-
метрийной природой фазовых переходов второго рода. А именно, при
понижении температуры в точке фазового перехода происходит спон-
танное (самопроизвольное) нарушение (понижение) симметрии систе-
мы, связанное с появлением ненулевого среднего значения параметра
порядка.

Параметр порядка может иметь различную физическую приро-
ду. Упомянем, как примеры параметров порядка, намагниченность
(для ферромагнитного фазового перехода), волновую функцию Бозе-
конденсата атомов (для сверхтекучего перехода) или электронных пар
(для сверхпроводящего перехода), взаимное смещение подрешеток кри-
сталла (для сегнетоэлектрического перехода). В окрестности критиче-
ской точки системы газ-жидкость роль, аналогичную роли парамет-
ра порядка для фазовых переходов второго рода, играет отклонение

9



10 ЛЕКЦИЯ 1. ТЕОРИЯ ЛАНДАУ

плотности вещества от ее критического значения. В приведенных при-
мерах число компонент параметра порядка n варьируется от одного до
трех. А именно, n = 1 для одноосного сегнетоэлектрического перехода,
n = 2 для сверхтекучего или сверхпроводящего перехода (в этом слу-
чае параметр порядка является комплексным, что эквивалентно двум
компонентам), n = 3 для ферромагнитного перехода. Бывают случаи,
когда параметр порядка имеет еще больше компонент. Так, например,
для жидкокристаллического фазового перехода параметр порядка яв-
ляется неприводимым симметричным тензором, то есть имеет пять
независимых компонент, n = 5.

1.1 Разложение Ландау
Как известно, полную информацию о статистических свойствах си-
стемы несут корреляционные функции (флуктуирующих) полей, ха-
рактеризующих эту систему. Вблизи точек фазового перехода второго
рода основную роль играют флуктуации параметра порядка ϕ. Поэто-
му основной задачей теории фазовых переходов является исследование
корреляционных функций ϕ.

По самому своему смыслу параметр порядка является макроско-
пической величиной, связанной с коллективными свойствами атомов,
составляющих среду. Соответственно, параметр порядка может изме-
няться на масштабах, намного превышающих атомный (молекуляр-
ный) размер. Поэтому параметр порядка можно записать в виде раз-
ложения Фурье

ϕ(r) =
∑

q

ϕq exp(iqr) , (1.1)

где r – радиус-вектор, а волновые вектора q имеют величину суще-
ственно меньше, чем обратный атомный размер. Для системы данно-
го размера число слагаемых в сумме (1.1) велико, но конечно. Вообще
говоря, параметр порядка является также функцией времени t.

Для вычисления корреляционных функций параметра порядка мож-
но стартовать с функции распределения вероятности тех или иных
реализаций параметра порядка. Хорошо известно, что в равновесных
системах относительная вероятность различных микроскопических со-
стояний определяется распределением Гиббса, которое имеет вид [3]

exp

(
F − Ĥ

T

)
. (1.2)

Здесь квантовый оператор Ĥ – Гамильтониан системы, F – ее свобод-
ная энергия, и T – температура. Суммируя функцию распределения
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(1.2) по микроскопическим степеням свободы при данном значении
параметра порядка ϕ(r), мы приходим к макроскопической функции
распределения вероятности

P(ϕ) = exp
(

F −F
T

)
, (1.3)

где F является некоторым функционалом от ϕ, который мы будем на-
зывать функционалом Ландау. Функция распределения (1.3) опреде-
ляет одновременные корреляционные функции ϕ. Например, среднее
значение 〈ϕ〉 параметра порядка задается следующим интегралом

〈ϕ〉 =
∫
Dϕ exp

(
F −F

T

)
ϕ . (1.4)

Здесь
∫ Dϕ обозначает функциональный интеграл, который может ин-

терпретироваться, как многократный интеграл
∏

q

∫
dϕq по коэффи-

циентам разложения (1.1). Правила обращения с функциональными
интегралами будут сформулированы нами по ходу изложения (смотри
также монографии [9, 10]). Условие нормировки (суммарной единич-
ной вероятности) для функции распределения (1.3) гласит

exp(−F/T ) =
∫
Dϕ exp(−F/T ) . (1.5)

Это соотношение дает принципиальный метод вычисления свободной
энергии F .

Как мы уже упоминали, свободная энергия F имеет сингулярность
в точке фазового перехода второго рода. В отличие от свободной энер-
гии, функционал Ландау F является аналитической функцией пара-
метра порядка ϕ, поскольку получается при исключении микроскопи-
ческих степеней свободы на фоне данного (и медленно меняющегося
в пространстве) параметра порядка. Сингулярность же возникает за
счет длинноволновых степеней свободы при интегрировании в соответ-
ствии с соотношением (1.5). Аналитичность функционала Ландау F по
параметру порядка позволяет использовать его разложение в ряд по ϕ,
которое хорошо работает в окрестности фазового перехода (где пара-
метр порядка мал). В результате функционал Ландау F записывается
в виде суммы Freg + Fadd, где Freg – некоторая регулярная функция
температуры T , независимая от ϕ, а Fadd представляет разложение по
ϕ. Предположим, что нечетные члены этого разложения отсутствуют
в силу той или иной симметрии (что характерно для фазовых перехо-
дов второго рода). Тогда первые два члена разложения функционала
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Ландау для скалярного параметра порядка имеют вид

Fa =
∫

d3r
a

2
ϕ2 , (1.6)

Fλ =
∫

d3r
λ

24
ϕ4 , (1.7)

где a и λ – некоторые коэффициенты. Параметр a может иметь различ-
ный знак, в то время как параметр λ предполагается положительным
(в противном случае надо принимать во внимание более высокие чле-
ны разложения функционала Ландау по ϕ). Локальность приведенных
выражений связана с тем, что параметр порядка “живет” на больших
масштабах, в то время как функционал Ландау формируется за счет
интегрирования по микроскопическим (мелкомасштабным) степеням
свободы.

Если a > 0 и a не содержит никакой специальной малости, то
флуктуации параметра порядка связаны с большой энергией и потому
сильно подавлены. В этом случае, который соответствует температу-
ре существенно выше точки фазового перехода, четверной член (1.7)
оказывается несущественным. Отметим, что именно такая ситуация
имеет место для термодинамических флуктуаций давления, плотно-
сти массы и так далее [3]. При температурах существенно ниже точ-
ки перехода параметр порядка не является малым, и потому нельзя
ограничиваться первыми членами разложения функционала Ландау
(1.6,1.7). Рассмотрение в терминах членов разложения (1.6,1.7) воз-
можно при малых |a|, то есть как раз в окрестности точки фазового
перехода Tc, где a обращается в ноль. Вблизи температуры перехо-
да величина a может быть разложена по T − Tc, главный член этого
разложения имеет вид

a = α(T − Tc) . (1.8)

Отметим, что α > 0 в соответствии с тем, что коэффициент a по-
ложителен выше температуры перехода Tc и отрицателен ниже этой
температуры. (Впрочем, изредка встречаются случаи, когда фазовый
переход с образованием ненулевого среднего параметра порядка про-
исходит при повышении температуры, тогда α < 0.)

Теперь мы учтем энергию неоднородности параметра порядка. Та-
кого сорта неоднородность может быть навязана внешним воздействи-
ем, и неизбежно возникает флуктуационно, а потому связанный с ней
вклад в функционал Ландау обязательно должен быть принят во вни-
мание. Квадратичным по параметру порядка вкладом, который чув-
ствителен к неоднородности параметра порядка, является градиент-
ный член

Fgrad =
∫

d3r
b

2
(∇ϕ)2 , (1.9)
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который следует включить в разложение функционала Ландау F по
ϕ, наряду с вкладами (1.6,1.7). Отметим, что градиентный член (1.9)
является первым членом разложения функционала Ландау по отно-
шению атомного (молекулярного) размера к характерному масштабу
неоднородности параметра порядка. Это отношение по самому смыслу
параметра порядка является малым, так как параметр порядка опре-
делен на масштабах, намного превышающих атомный. Формальная
причина, по которой малую поправку (1.9) следует принимать во вни-
мание наряду с (1.6), заключается в малости a, то есть оправдано в
окрестности фазового перехода. Далее мы полагаем b > 0 (иначе сле-
дует принимать во внимание более высокие члены разложения функ-
ционала Ландау по градиентам).

Выше мы считали, что параметр порядка является скалярной ве-
личиной, то есть число его компонент n равно 1. Если же число компо-
нент параметра порядка n больше единицы, то ϕ2 в выражении (1.6)
следует понимать как ϕ2

1 + ϕ2
2 + . . . , а ϕ4 в (1.7) следует понимать,

как (ϕ2
1 + ϕ2

2 + . . . )2. Соответственно, (∇ϕ)2 в (1.9) следует понимать,
как (∇ϕ1)2 + (∇ϕ2)2 + . . . . Вообще говоря, такие выражения подра-
зумевают, что система обладает некоторой симметрией, приводящей к
инвариантности функционала Ландау относительно вращений в “изо-
топическом” пространстве (пространстве компонент параметра поряд-
ка). Например, для волновой функции Бозе-конденсата, которая яв-
ляется параметром порядка для сверхтекучего фазового перехода, ин-
вариантность энергии относительно сдвига фазы этой волновой функ-
ции приводит к тому, что действительная и мнимая части волновой
функции (которые являются двумя компонентами параметра поряд-
ка) равноправно входят во все выражения. Далее, если специально не
оговорено обратное, мы подразумеваем приведенные выше выражения
для многокомпонентного параметра порядка.

Если число компонент n параметра порядка равно 2, то удобно
ввести комплексное поле

ψ =
1√
2
(ϕ1 + iϕ2) = |ψ| exp(iφ) , (1.10)

где φ – фаза ψ. Именно такое представление наиболее естественно для
свехпроводящего и для сверхтекучего фазовых переходов [11, 12, 13].
В этих случаях функционал Ландау должен быть инвариантен относи-
тельно сдвига фазы параметра порядка φ → φ + const, что и объясня-
ет отсутствие в этом функционале нечетных по ψ членов разложения.
После подстановки (1.10) в (1.6,1.7,1.9) мы получаем

Fadd =
∫

d3r
[
a|ψ|2 + b(∇|ψ|)2 + λ|ψ|4/6 + b|ψ|2(∇φ)2

]
. (1.11)
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Это выражение прямо применимо для перехода 4He в сверхтекучее
состояние, в то время как для сверпроводящего перехода требуется
включить в рассмотрение взаимодействие Бозе-конденсата электрон-
ных пар с электромагнитным полем. Соответствующий обобщенный
функционал называют обычно функционалом Гинзбурга-Ландау.

Окрестность критической точки газ-жидкость может быть изучена
аналогично окрестности фазового перехода второго рода. Для крити-
ческой точки роль параметра порядка ϕ играет отклонение плотности
вещества от ее значения в критической точке. В этом случае появля-
ются нечетные члены разложения F по ϕ. Первые (главные) такие
члены имеют вид ∫

d3r
(
−hϕ− µ

6
ϕ3

)
, (1.12)

где h и µ – коэффициенты разложения. Вклад (1.12) должен быть до-
бавлен к (1.6,1.7), что дает новое (расширенное) выражение для Fadd.
Член третьего порядка может быть устранен из Fadd простым сдвигом
ϕ → ϕ+µ/λ. Тогда мы приходим к следующему функционалу Ландау

Fadd =
∫

d3r

[
−hϕ +

a

2
ϕ2 +

b

2
(∇ϕ)2 +

λ

24
ϕ4

]
, (1.13)

с переопределенными (несколько сдвинутыми) значениями a и h. Раз-
ложение (1.13) справедливо, если характерное значение ϕ мало, для
этого как a, так и h в (1.13) должны быть малы. Таким образом, речь
идет об окрестности некоторой точки на P − T диаграмме системы,
которая определяется условиями a = 0 и h = 0, и является не чем
иным, как критической точкой. Для сравнения заметим, что для фа-
зовых переходов второго рода на P−T диаграмме имеется целая линия
фазовых переходов (которая определяется условием a = 0).

Аналогичным (1.13) функционалом Ландау описывается ферро-
магнетик во внешнем магнитном поле H. В этом случае парамет-
ром порядка является, как мы уже отмечали, намагниченность M .
Во внешнем магнитном поле имеется дополнительный вклад в энер-
гию ферромагнетика с плотностью −HM , который надо включить
в функционал Ландау. Таким образом, как и в выражении (1.13), в
функционале Ландау возникает линейный по параметру порядка вклад.

1.2 Теория среднего поля

В этом разделе мы рассматриваем так называемую теорию среднего
поля. Она соответствует ситуации, когда флуктуации параметра по-
рядка ϕ около своего среднего значения 〈ϕ〉 слабы. Формально это
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означает, что интеграл (1.5) определяется узкой окрестностью 〈ϕ〉.
В свою очередь, значение 〈ϕ〉 определяется абсолютным минимумом
функционала Ландау. Поэтому, в частности, 〈ϕ〉 является однородным,
поскольку его неоднородность в соответствии с (1.9) приводит к появ-
лению дополнительного положительного вклада в энергию. В теории
среднего поля свободная энергия F весьма просто связана с функцио-
налом Ландау, F = F(〈ϕ〉).

Рассмотрим окрестность точки фазового перехода второго рода.
Подставляя однородное значение 〈ϕ〉 в (1.6,1.7), мы находим следую-
щее выражение [3, 8, 14]

F = F(〈ϕ〉) = Freg + V

(
a

2
〈ϕ〉2 +

λ

24
〈ϕ〉4

)
, (1.14)

где V – объем системы. Чтобы найти 〈ϕ〉, мы должны найти минимум
выражения (1.14). Этот минимум достигается при 〈ϕ〉 = 0, если a >
0, и при 〈ϕ〉 = ±

√
6|a|/λ, если a < 0. Мы видим, что 〈ϕ〉 ∝

√
|a|

и, следовательно, значение 〈ϕ〉 мало вблизи точки перехода (которая
соответствует a = 0). Подстановка найденного значения 〈ϕ〉 в (1.14)
показывает, что в приближении среднего поля F = Freg, если a > 0, и

F = Freg − 3a2

λ
V = Freg − 3α2

2λ
(T − Tc)2V , (1.15)

если a < 0. Вычисляя энтропию S = −∂F/∂T и, далее, теплоемкость
CV = T∂S/∂T , мы заключаем, что в точке перехода теплоемкость
испытывает скачок

∆CV = 3V α2Tc/λ . (1.16)

Теперь мы переходим к рассмотрению окрестности критической
точки, которая может быть изучена в рамках выражения (1.13). Зна-
чение 〈ϕ〉 определяется абсолютным минимумом Fadd(〈ϕ〉). Подстав-
ляя однородное значение 〈ϕ〉 в (1.13) и варьируя по 〈ϕ〉, мы получаем
следующие условия экстремума

a〈ϕ〉+ λ〈ϕ〉3/6 = h . (1.17)

Приведем решение уравнения (1.17) в различных предельных случа-
ях. Если a3 À λh2, то 〈ϕ〉 ' h/a, если λh2 À |a|3, то 〈ϕ〉 ' (6h/λ)1/3.
Если a отрицательно и |a|3 À λh2 то 〈ϕ〉 ' ±

√
6|a|/λ, где знак 〈ϕ〉

определяется знаком h. Мы приходим к выводу, что при h = 0 (и
a < 0) значение 〈ϕ〉 испытывает скачок, равный 2

√
6|a|/λ. Наличие

такого скачка соответствует фазовому переходу первого рода. Таким
образом, мы приходим к фазовой диаграмме, изображенной на рисун-
ке 1.1. Фазовая диаграмма на плоскости P − T будет иметь такую же
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first order
transition

Рис. 1.1: Фазовая диаграмма на плоскости a− h.

топологию, хотя линия фазовых переходов уже не будет прямой. Мы
заключаем, что критическая точка (где a = h = 0) завершает линию
фазовых переходов первого рода (между паром и жидкостью).

Аналогичный вид имеет фазовая диаграмма ферромагнетика во
внешнем магнитном поле на плоскости H − T . Только теперь фазо-
вые переходы первого рода (соответствующие скачку намагниченно-
сти) при T < Tc происходят при нулевом значении реального магнит-
ного поля H. Во избежание недоразумений отметим здесь следующее.
Во-первых, как и для всяких переходов первого рода, при изменении
магнитного поля возможно явление гистерезиса, то есть фазовый пе-
реход при T < Tc может реально происходить при ненулевом поле.
Во-вторых, сказанное относится к монодоменному ферромагнетику,
точнее к случаю, когда его собственным магнитным полем можно пре-
небречь. Это справедливо в некоторой окрестности точки Кюри Tc, но
условия применимости этого приближения требуют дополнительного
исследования.

Вообще говоря, значение 〈ϕ〉 может быть и неоднородным. Зависи-
мость 〈ϕ〉 от координат может быть вызвана внешним воздействием,
например, неоднородным внешним полем или дефектом кристалличе-
ской решетки, а также влиянием границы (стенок). Неоднородность
параметра порядка может возникнуть и спонтанно (ниже мы обсуж-
даем такую возможность). При наличии неоднородности вступает в
игру градиентная энергия (1.9). Сравнивая между собой вклады (1.9)
и (1.6), мы заключаем, что имеется характерная длина

rc =
√

b/|a| , (1.18)

которая входит в пространственную зависимость параметра порядка в
теории среднего поля. На масштабах больше, чем rc, градиентная энер-
гия становится малой поправкой по сравнению с однородной энергией.
Величину rc называют корреляционной длиной или корреляционным
радиусом. Отметим, что в соответствии с (1.18) rc неограниченно рас-
тет при приближении к точке перехода.

Несколько слов об условиях применимости приближения средне-
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го поля. Параметр порядка становится “мягче” при уменьшении |a|,
так как уменьшается энергия, связанная с флуктуациями ϕ. Поэтому
в некоторой окрестности точки фазового перехода второго рода, где
флуктуации параметра порядка становятся сильными, теория средне-
го поля перестает работать. Количественный критерий для примени-
мости теории среднего поля будет выведен в следующей лекции, где
мы начинаем изучать роль флуктуаций параметра порядка.

1.3 Низкотемпературная фаза

Сформулируем теперь, какие особенности простой картины среднего
поля сохраняются и с учетом флуктуаций параметра порядка, а какие
должны быть модифицированы.

Прежде всего, остается в силе то фундаментальное свойство, что
выше точки перехода второго рода среднее значение параметра поряд-
ка 〈ϕ〉 равно нулю, а ниже точки перехода возникает ненулевое сред-
нее. Это утверждение требует, однако, дополнительных комментариев.
Если вычислить интеграл в правой части (1.4) с функционалом Лан-
дау, инвариантным относительно ϕ → −ϕ (а именно такой функцио-
нал брался выше для фазовых переходов второго рода), то результат,
очевидно, будет равен нулю. Отсюда мы немедленно заключаем, что
〈ϕ〉 равен нулю и ниже точки перехода.

Попробуем разобраться в ситуации на примере скалярного пара-
метра порядка. Ниже точки перехода в функционале Ландау имеется
два симметричных минимума, соответствующих разным знакам ϕ. Ес-
ли наблюдать систему в течении некоторого времени, то в каждый дан-
ный момент она будет находиться в состоянии, определяемым окрест-
ностью одного из минимумов, и только изредка переходить в состо-
яние, соответствующее другому минимуму. Нулевое же значение 〈ϕ〉
на этом языке означает усреднение по таким большим временам, что
число перебросов туда-сюда велико и ϕ с равной вероятностью при-
нимает положительные и отрицательные значения. Однако переходы
системы между состояниями, соответствующими окрестностям мини-
мумов, происходит с вероятностью, пропорциональной exp(−U/T ), где
U – высота потенциального барьера, разделяющего минимумы. Как
следует из приведенных выше формул, U пропорционально объему
системы. Этот закон надо несколько уточнить (смотри ниже), но в
любом случае U оказывается намного больше температуры T , так что
множитель exp(−U/T ) очень мал. Поэтому время между перехода-
ми системы из состояния в состояние чрезвычайно велико, оно всегда
оказывается гораздо больше, чем время наблюдения. Таким образом,
реальные времена просто недостаточны для полного усреднения. Дру-
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гими словами, система всегда наблюдается в состоянии, соответствую-
щему флуктуациям около одного из минимумов. И тогда 〈ϕ〉 не равно
нулю. На формальном языке это означает, что интеграл в правой ча-
сти (1.4) надо брать по ограниченной области фазового пространства.
Аналогична ситуация и для многокомпонентных параметров порядка.

Разумеется, с учетом флуктуаций параметра порядка его среднее
〈ϕ〉 отлично от своего среднеполевого значения. Характер же этих
флуктуаций существенно зависит от масштаба. На масштабах меньше
корреляционного радиуса (величина которого rc также чувствительна
к флуктуациям и потому отличается, вообще говоря, от своего средне-
полевого значения) эти флуктуации могут быть довольно большими по
величине. На масштабах же больше корреляционного радиуса вклю-
чается механизм однородной релаксации параметра порядка к своему
равновесному значению, который сильно подавляет флуктуации па-
раметра порядка. Можно сказать, что параметр порядка “замерзает”
на масштабах больше, чем rc. Это утверждение, однако, требует уточ-
нения, поскольку на этих масштабах остаются степени свободы пара-
метра порядка, которые не “замерзают”. Их характер различен для
разного числа компонент параметра порядка.

Мы начнем со случая n = 1. В этом случае равновесное значение
〈ϕ〉 определено с точностью до знака. Поэтому возможна такая ситу-
ация, когда в разных областях пространства 〈ϕ〉 имеет разные знаки.
Эти области разделяются поверхностями, где 〈ϕ〉 = 0, 〈ϕ〉 существен-
но изменяется на длине порядка rc вблизи этой поверхности. Такую
структуру (по аналогии с ферромагнетиками) можно назвать домен-
ной стенкой, ее толщина определяется rc. Вернемся теперь к вопросу
об изменении знака 〈ϕ〉 во всем образце. Это может быть сделано за
счет процесса, когда на фоне данного однородного значения 〈ϕ〉 по-
является зародыш с другим знаком, который затем распространяется
на весь объем за счет движения доменной стенки. Такой механизм
гораздо более вероятен, чем одновременное изменение знака 〈ϕ〉 во
всем образце, поскольку предполагает преодоление гораздо меньших
потенциальных барьеров. Тем не менее, по ходу дела требуется созда-
ние доменной стенки с размерами порядка размеров образца, энергия
которой гораздо больше температуры. Поэтому даже этот усовершен-
ствованный процесс является весьма маловероятным.

Рассмотрим теперь параметр порядка с n = 2. Нам удобнее бу-
дет иметь дело с комплексным представлением, введенным (1.10). На
масштабах больше, чем rc, “замерзает” абсолютная величина среднего
значения параметра порядка, но не его фаза φ. Причина этого заклю-
чается в инвариантности энергии системы относительно однородного
сдвига φ → φ + const. Поэтому энергия зависит только от градиента
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φ. Главный вклад в эту энергию на масштабах больше, чем rc, можно
записать в следующим виде

Flong =
∫

d3r
B

2
(∇φ)2 , (1.19)

где модуль B является функцией Tc − T . Отметим, что модуль B хо-
рошо определен даже далеко от температуры перехода (при низких
температурах). Для сверхтекучего 4He вместо модуля B обычно ис-
пользуется величина ρs = Bm2/~2, которая называется сверхтекучей
плотностью (здесь m – масса атома 4He) [13]. Тогда (1.19) записыва-
ется в виде

Flong =
∫

d3r
ρs

2
v2

s ,

где vs = ~∇φ/m – сверхтекучая скорость.
Для двухкомпонентного параметра порядка в низкотемпературной

фазе имеются свои дефекты, которые называются квантовыми вихря-
ми. Это линейные объекты, на линии вихрей абсолютная величина 〈ψ〉
обращается в ноль, и потому фаза φ на этой линии не определена. При
обходе же вокруг этой линии фаза φ может приобретать приращение,
кратное 2π: ∮

dr∇φ = 2πk , (1.20)

где k – целое число. Вокруг прямолинейного вихря |∇φ| = k/r где
r – расстояние для вихревой линии. Абсолютное значение параметра
порядка, которое равно нулю при r = 0, выходит на свое однородное
значение при r ∼ rc. Таким образом, у вихря имеется ядро размера
rc. Подставляя |∇φ| = k/r в (1.19), мы приходим к логарифмическо-
му интегралу, который снизу обрезается на критическом радиусе rc,
а сверху – на некотором характерном масштабе L∗, который является
размером системы для одиночного вихря или межвихревым расстоя-
нием для системы вихрей. В явном виде энергия вихря записывается
в виде

πBLk2 ln
(

L∗
rc

)
, (1.21)

где L – длина вихря. Реально наблюдаются вихри с k = ±1, поскольку,
как видно из (1.21), вихрю с |k| > 1 энергетически выгодно развалить-
ся на единичные вихри с k = ±1. То же выражение (1.21) справедливо
для энергии произвольного вихря, если его радиус кривизны много
больше rc. Например, энергия вихревого кольца определяется (1.21) с
L = L∗ = 2πR (R – радиус кольца).
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Аналогичная схема может быть сформулирована для параметра
порядка с числом компонент больше двух. Запишем его среднее в сле-
дующем виде

〈ϕµ〉 = |〈ϕ〉|nµ , (1.22)

где nµ – единичный вектор (число компонент которого определяется
числом компонент параметра порядка). Для ферромагнетика nµ яв-
ляется единичным вектором в направлении намагниченности. На мас-
штабах больше, чем rc, функционал Ландау сводится к

Flong =
∫

d3r
B

2
(∇nµ)2 . (1.23)

Рассмотрим трехкомпонентный параметр порядка. В этом случае эле-
ментарным дефектом является “еж”. Для одиночного ежа n = r/r,
где r – радиус-вектор с началом в точке расположения ежа. В отли-
чие от доменной стенки и вихря, еж является точечным дефектом.
В центре ежа направление n не определено, но абсолютная величина
|〈ϕ〉| в этой точке обращается в ноль. Поэтому сам параметр порядка
〈ϕµ〉 остается в этой точке хорошо определенным. Абсолютная вели-
чина параметра порядка |〈ϕ〉| выходит на свое однородное значение на
расстоянии порядка rc, то есть еж (как и вихрь) имеет ядро размера
rc. Подставляя n = r/r в (1.23), мы заключаем, что энергия ежа “си-
дит” на больших r, то есть определяется размерами системы. Поэтому
одиночные ежи в системе обычно не возникают, а возникают только
пары еж-антиеж (для одиночного антиежа n = −r/r), энергия такой
пары линейно зависит от расстояния между ежом и антиежом.

Возвратимся теперь к смыслу среднего значения многокомпонент-
ного параметра порядка в низкотемпературной фазе. Мы можем ска-
зать, что любое среднее по флуктуациям параметра порядка вычисля-
ется, как функциональный интеграл по ϕ при условии, что вычисля-
ются флуктуации параметра порядка около среднего с данным n (или
фазой φ). Точнее говоря, надо считать, что поле n (или φ) медленно
(по сравнению с корреляционной длиной rc) меняется в пространстве.
При таком подходе остаются “недоинтегрированными” длинноволно-
вые степени свободы, которые надо учитывать отдельно. Мы можем
ввести эффективную энергию этих длинноволновых степеней свободы
Flong, которая определяется соотношением

exp
(
−Flong

T

)
=

∫ ′
Dϕ exp

(
−F

T

)
, (1.24)

где штрих при интеграле означает введенное выше условное интегри-
рование. В главном приближении Flong дается (1.19) или (1.23), где
вычисление модуля B представляет собой отдельную задачу. Функция
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exp(−Flong/T ) задает распределение вероятностей флуктуаций поля n
(или φ). Поэтому мы будем называть Flong тем же термином – функ-
ционалом Ландау.

Несложно найти значения модулей B в выражениях (1.19,1.23) в
рамках теории среднего поля, когда флуктуации параметра порядка
около его среднего значения слабы. В этом случае интеграл в (1.24)
определяется узкой окрестностью минимума функционала Ландау, со-
ответствующего данному значению поля n (или φ). Тогда Flong мож-
но найти, как значение F в этом минимуме. Подставляем выражение
ψ = |ψ|eiφ или ϕµ = |ϕ|nµ в градиентную энергию (1.9) и учитыва-
ем, что в пределе r À rc модуль параметра порядка “замерзает”, то
есть может считаться константой. Заменяя эту константу ее среднепо-
левым значением, мы находим в обоих случаях один и тот же ответ
B = 6|a|b/λ. Таким образом, в теории среднего поля B оказывается
пропорциональным Tc − T .

Задачи

Задача 1.1
Ниже точки перехода второго рода, характеризуемого однокомпо-

нентным параметром порядка, возможно образование так называемых
доменных стенок. В плоской геометрии 〈ϕ〉 зависит только от коорди-
наты z (вдоль оси, перпендикулярной к стенке), причем ϕ → ±ϕ0 при
z → ±∞, где ϕ0 – равновесное значение в однородном случае. Найти
〈ϕ(z)〉 в рамках теории среднего поля.

Решение задачи 1.1
В теории среднего поля флуктуации ϕ пренебрежимы, поэтому ни-

же мы опускаем знак среднего у параметра порядка. В том же при-
ближении ϕ0 =

√
6|a|/λ. Функция ϕ(z) должна соответствовать экс-

тремуму функционала F , который определяется, как сумма членов
(1.6,1.7,1.9). Варьируя эту сумму по ϕ, мы получаем уравнение

aϕ + λϕ3/6− b∂2
zϕ = 0 . (1.25)

Основываясь на аналогии со вторым законом Ньютона, можно найти
первый интеграл уравнения (1.25)

b

2
(∂zϕ)2 − a

2
ϕ2 − λ

24
ϕ4 = const ,

который соответствует энергии на Ньютоновском языке. Величину это-
го первого интеграла можно найти, если подставить в найденное выра-
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жение асимптотическое значение ϕ = ϕ0. Тогда мы приходим к урав-
нению первого порядка

∂zϕ =
1√

2 ϕ0rc

(
ϕ2

0 − ϕ2
)

,

где критический радиус rc определен соотношением (1.18). Решение
этого уравнения первого порядка имеет вид

ϕ = ϕ0 tanh
(

z − z0√
2 rc

)
,

где z0 – произвольная константа, определяющая положение доменной
стенки.

Задача 1.2
Функционал Ландау для гайзенберговского ферромагнетика на мас-

штабах, много больших rc, может быть записан (в обменном прибли-
жении) в виде (1.23), где n – единичный вектор вдоль направления
намагниченности. Во внешнем магнитном поле H в ферромагнетике
имеется дополнительный вклад в энергию

FH = −
∫

d3r MHn ,

где M – абсолютное значение намагниченности. Найти флуктуацион-
ный вклад в продольную магнитную восприимчивость ферромагнети-
ка.

Решение задачи 1.2
Пусть вектор H направлен вдоль оси Z. Тогда средняя намагничен-

ность 〈M〉 направлена вдоль той же оси. Таким образом, мы должны
найти Mz = M〈nz〉. На больших масштабах флуктуации nx и ny слабы,
и мы можем использовать разложение nz ≈ 1− n2

x/2− n2
y/2. Поэтому

продольная магнитная восприимчивость χ‖ может быть записана, как

χ‖ ≡
∂〈Mz〉
∂H

≈ −M
∂

∂H
〈n2

x〉 . (1.26)

Используя то же разложение nz ≈ 1 − n2
x/2 − n2

y/2, мы получаем в
квадратичном приближении

Flong + FH → 1
2

∫
d3r

[
B(∇nx)2 + B(∇ny)2 + MHn2

x + MHn2
y

]
.

Далее мы находим из функции распределения вероятности exp(−Flong/T−
FH/T ) (смотри Приложение A.1):

〈nx(r)nx(0)〉 = 〈ny(r)ny(0)〉 =
∫

d3q

(2π)3
eiqr T

Bq2 + MH
.
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Затем, используя выражение (1.26), мы получаем:

χ‖ = M2

∫
d3q

(2π)3
T

(Bq2 + MH)2
=

TM3/2

8πB3/2H1/2
. (1.27)

Обратим внимание на расходимость этого выражения при малых H.
Из выражения (1.27) следует, что характерное значение волнового век-
тора равно q ∼

√
MH/B. Чтобы наши вычисления были законными,

этот волновой вектор должен быть меньше, чем обратный критиче-
ский радиус. Отсюда получается неравенство H ¿ B/(Mr2

c ).



Лекция 2

Теория возмущений

Мы начинаем изучение роли флуктуаций параметра порядка в окрест-
ности фазового перехода второго рода или вблизи критической точ-
ки. Здесь мы изучаем одновременные корреляции, которые опреде-
ляются многоточечными средними 〈ϕ(t, r1)ϕ(t, r2) . . . 〉. Если система
находится в тепловом равновесии, то теоретически эти корреляцион-
ные функции должны вычисляться при помощи функции распреде-
ления вероятности (1.3). Поскольку она не зависит от времени, не
зависят от времени и одновременные корреляционные функции па-
раметра порядка. Мы также пренебрегаем граничными эффектами,
вследствие чего все пространственные точки можно считать эквива-
лентными, это свойство называется пространственной однородностью.
Вследствие пространственной однородности корреляционные функции
〈ϕ(t, r1)ϕ(t, r2) . . . 〉 зависят только от разностей координат, а среднее
значение параметра порядка 〈ϕ〉 не зависит от координат. Во избе-
жание недоразумений отметим, что пространственная однородность
подразумевает также отсутствие в системе дефектов типа доменных
стенок, вихрей или ежей, которые обсуждались в лекции 1.

Мы используем специальное обозначение для неприводимой парной
корреляционной функции параметра порядка:

G(r) = 〈〈ϕ(r + r1)ϕ(r1)〉〉 = 〈ϕ(r + r1)ϕ(r1)〉 − 〈ϕ〉2 . (2.1)

Она является частным случаем кумулянта (кумулянтом двух флукту-
ирующих величин A и B называется комбинация 〈AB〉−〈A〉 〈B〉). В си-
лу пространственной однородности парная корреляционная функция
зависит только от разности своих аргументов. При r →∞ разрушается
корреляция между ϕ(r + r1) и ϕ(r1), так что среднее 〈ϕ(r + r1)ϕ(r1)〉
распадается на произведение средних. Поэтому вычитание квадрата

24
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среднего в (2.1) ведет к тому, что G(r) → 0 при r →∞. Это позволяет
ввести хорошо определенное Фурье-преобразование парной корреля-
ционной функции, которое мы будем обозначать той же буквой G:

G(q) =
∫

d3r exp(−iqr)G(r) . (2.2)

Обратное же преобразование гласит

G(r) =
∫

d3q

(2π)3
exp(iqr)G(q) . (2.3)

Мы будем называть G также функцией Грина.

2.1 Разложение по константе взаимодействия
Парную корреляционную функцию параметра порядка можно запи-
сать в виде функционального интеграла

〈ϕ(r1)ϕ(r2)〉 =
∫
Dϕ exp

(
F −F

T

)
ϕ(r1)ϕ(r2) . (2.4)

Здесь
∫ Dϕ обозначает интегрирование по всем степеням свободы па-

раметра порядка. Его можно понимать, как многократный интеграл по
коэффициентам разложения ϕ(r) в ряд Фурье (1.1). Поскольку пара-
метр порядка определен на масштабах больших, чем атомный размер,
то имеется ограничение на волновые вектора в ряде (1.1). Мы будем
считать, что |q| < Λ, где Λ – волновой вектор, несколько меньший, чем
обратный атомный размер. Этот волновой вектор Λ называют обычно
обрезкой или ультрафиолетовой обрезкой (последний термин позаим-
ствован из квантовой электродинамики [16, 17, 18]).

Главные вклады в функционал Ландау F были определены в лек-
ции 1. Этот функционал можно записать, как сумму Freg +F(2) +Fint,
где

F(2) =
∫

d3r

[
a

2
ϕ2 +

b

2
(∇ϕ)2

]
, (2.5)

Fint =
∫

d3r
λ

24
ϕ4 . (2.6)

Если теперь разложить exp(−F(2)/T − Fint/T ) в (2.4) по Fint, то мы
получим парную корреляционную функцию G(r) в виде ряда по кон-
станте взаимодействия λ. Этот ряд называется рядом теории возмуще-
ний, он является асимптотическим. Обычно в ряд теории возмущений
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включают также члены, которые происходят из разложения свобод-
ной энергии F по λ, которое можно найти из соотношения (1.5). Ясно,
что ряд теории возмущений можно ввести для любой корреляционной
функции параметра порядка.

Изучим прежде всего выражения для корреляционных функций
параметра порядка, которые получаются в пренебрежение Fint (то
есть при λ = 0), эти корреляционные функции называются обычно
затравочными. Выражения для затравочных корреляционных функ-
ций могут быть найдены из интегралов типа (2.4), где вес заменен на
exp[(F0 −F(2))/T ]. Здесь в соответствии с (1.5):

exp
(
−F0

T

)
=

∫
Dϕ exp

[
−F(2)

T

]
≡

∏
q

∫
dϕq exp

[
−F(2)

T

]
. (2.7)

Выражение же для затравочной парной корреляционной функции за-
писывается в виде

G0(r1− r2) = 〈ϕ(r1)ϕ(r2)〉0 ≡
∫
Dϕ exp

[
F0 −F(2)

T

]
ϕ(r1)ϕ(r2) . (2.8)

Заметим, что F(2) является суммой членов второго порядка по ϕq,
то есть функциональный интеграл в (2.8) как и в (2.7), сводится к
произведению единичных Гауссовых интегралов, каждый из которых
легко может быть вычислен явно. В результате мы находим следую-
щее выражение в Фурье-представлении (подробности можно найти в
приложении A.1)

G0(q) =
T

a + bq2
. (2.9)

Делая Фурье-преобразование (2.3), мы находим в r-представлении

G0(r) =
T

4πbr
exp

(
−

√
a

b
r

)
. (2.10)

Приведенные выражения имеют смысл только для a > 0. Модифика-
ция схемы теории возмущений для a < 0 обсуждается ниже.

Правила для вычисления сингулярного вклада в свободную энер-
гию Fsing = F −Freg (связанного с флуктуациями параметра порядка)
могут быть сформулированы, исходя из формально точного соотноше-
ния

exp
(
−Fsing

T

)
=

∫
Dϕ exp

(
−F(2) + Fint

T

)
, (2.11)

приводящего к

exp
(

F0 − Fsing

T

)
=

∞∑
n=0

(−1)n

n!
〈(Fint/T )n〉0 ,
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где 〈. . .〉0 обозначают средние, определяемые интегралами типа вы-
писанных в (2.8). Парная корреляционная функция (2.4) может быть
записана в следующем виде

G(r1 − r2) =
∞∑

n=0

(−1)n

n!
〈(Fint/T )nϕ(r1)ϕ(r2)〉0 . (2.12)

Ясно, что корреляционная функция любого порядка может быть пред-
ставлена в виде, аналогичном (2.12).

В рядах теории возмущений для свободной энергии и корреляци-
онных функций возникают интегралы вида

〈ϕ(r1) . . . ϕ(rn)〉0 ≡
∫
Dϕ exp

(
F0 −F(2)

T

)
ϕ(r1) . . . ϕ(rn) .

Так как F(2) является выражением второго порядка по ϕ, то все такие
интегралы являются Гауссовыми и могут быть вычислены явно. Для
них справедлива так называемая теорема Вика (смотри Приложение
A.1). А именно, 〈ϕ(r1) . . . ϕ(rn)〉0 равно сумме произведений затравоч-
ных функций G0, представляющих средние 〈ϕϕ〉0 для всех возможных
способов спаривания. Выпишем в качестве примера затравочную кор-
реляционную функцию четвертого порядка

〈ϕ(r1)ϕ(r2)ϕ(r3)ϕ(r4)〉0 = G0(r1 − r2)G0(r3 − r4) +
G0(r1 − r3)G0(r2 − r4) + G0(r1 − r4)G0(r2 − r3) .

Аналогично могут быть выписаны и средние для корреляционных функ-
ций более высокого порядка.

Члены ряда теории возмущений типа (2.12) для корреляционной
функции

〈ϕ(r1) . . . ϕ(rn)〉
могут быть представлены Фейнмановскими диаграммами [11, 16, 17,
18], на которых изображены линии, соединяющие по определенным
правилам точки. Часть точек соответствует аргументам корреляцион-
ной функции r1 . . . rn, а часть точек (вершины) представляет собой
аргументы параметра порядка в разложении по Fint, по их коорди-
натам R1 . . . Rm производится интегрирование. Кроме того, каждой
вершине R1 . . . Rm сопоставляется множитель −λ/T . К каждой точке
r1 . . . rn прикреплена одна линия, а в точках R1 . . . Rm сходится по че-
тыре линии. (Точнее говоря, к вершине прикрепляется четыре конца
линий.) Каждой линии сопоставляется затравочная парная функция
G0, зависящая от соответствующей разности координат. Таким обра-
зом, любая диаграмма содержит n “внешних” точек и m “внутренних”
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Рис. 2.1: Две первые диаграммы, представляющие флуктуационный
вклад в G.

Σ

Рис. 2.2: Диаграммное уравнение для G.

точек (вершин), последнее число определяет порядок разложения тео-
рии возмущений.

Ряд теории возмущений для функции G определяется выражением
(2.12). Рассмотрим вклад в G первого порядка по λ. Он содержит два
слагаемых, одно из которых дается разложением экспоненты в (2.12)
по Fint:

〈ϕ(r1)(−Fint/T )ϕ(r2)〉0 . (2.13)

На диаграммном языке член (2.13) может быть представлен в виде
суммы двух диаграмм, приведенных на рисунке 2.1. Здесь первая диа-
грамма является неприводимой (то есть не распадается на отдельные
блоки), а вторая диаграмма является приводимой (то есть распада-
ется на отдельные блоки), Приводимая диаграмма дает произведение
G0 и 〈(−Fint/T )〉0. Этот вклад в G сокращается слагаемым, которое
происходит из разложения exp[(Fsing − F0)/T ] в (2.12) в ряд по λ. Та-
ким образом только первая (неприводимая) диаграмма дает вклад в
G. Это наблюдение обобщается и на вклады более высокого порядка
по λ: только неприводимые диаграммы дают вклад в G, а приводимые
диаграммы, происходящие из разложения exp(−Fint/T ), сокращаются
за счет разложения exp[(Fsing − F0)/T ].

Разность G−G0 представляется суммой неприводимых диаграмм,
каждая из которых имеет две “внешние” G0-линии и некоторый блок
между ними. Выделим блоки, которые нельзя разрезать по единич-
ной G0-линии. Такие блоки называют одночастично неприводимыми
(или, на языке квантовой теории поля, собственно-энергетическими).
Введем сумму одночастично неприводимых блоков, которую мы будем
обозначать Σ и представлять прямоугольником на диаграммах. Тогда
можно сформулировать следующее диаграммное уравнение, приведен-
ное на рисунке 2.2. Здесь толстая линия обозначает G (а тонкие линии,
как и выше, обозначают G0). В аналитической форме это уравнение
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Рис. 2.3: Сумма одночастично неприводимых блоков.

имеет вид

G(r) = G0(r) +
∫

d3r1 d3r2G0(r − r1)Σ(r1 − r2)G(r2) . (2.14)

Переходя в Фурье-представление и принимая во внимание (2.9), мы
получаем

G(q) =
T

a + bq2 − TΣ(q)
. (2.15)

Из выражения (2.15) следует, что G(q = 0) обращается в бесконеч-
ность, если

a− TΣ(0) = 0 . (2.16)

Именно это соотношение и определяет истинную температуру фазо-
вого перехода. В дальнейшем мы будем считать, что вклад Σ(0) уже
включен в переопределение температуры перехода Tc, то есть произ-
ведено преобразование a → a − TΣ(Tc, q = 0), так что a ∝ T − Tc для
истинной температуры перехода. Тогда вместо Σ в выражении для
G(q) будет фигурировать разность

Σ(q)− Σ(Tc, q = 0) , (2.17)

которая только и имеет физический смысл. Само же значение темпе-
ратуры перехода Tc не может быть вычислено в рамках используемого
нами феноменологического подхода.

Диаграммное представление для Σ дано на рисунке 2.3. Приведем
явное выражение для вклада в Σ, соответствующее первой диаграмме,
представленной на этом рисунке:

Σ(1)(r) = − λ

2T
G0(r = 0)δ(r) , (2.18)

В Фурье-представлении (2.18) переписывается в виде

Σ(1)(k) = −λ

2

∫
d3q

(2π)3
1

a + bq2
. (2.19)

Реально Σ(1)(k) не зависит от волнового вектора k. Интеграл по q в
(2.19) формально расходится при больших q, то есть величина этого
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интеграла набирается вблизи q ∼ Λ (напомним, что Λ – обрезка, то
есть максимальный волновой вектор поля ϕ). Так как главный вклад
в Σ(1) определяется большими волновыми векторами q ∼ Λ, его значе-
ние не может быть найдено в рамках нашей длинноволновой теории. К
счастью, это и не требуется, так как упомянутый вклад должен быть
включен в переопределение температуры перехода Tc, как мы объяс-
нили выше. Что же касается разности (2.17) для Σ(1), то она сидит на
малых волновых векторах (из-за малости a) и может быть вычислена
явно

Σ(1)(a)− Σ(1)(Tc, q = 0)

= −λ

2

∫
d3q

(2π)3

(
1

a + bq2
− 1

bq2

)
=

λa1/2

4πb3/2
. (2.20)

Как и следует, это выражение обращается в ноль в точке перехода, то
есть при a = 0.

Выражение (2.20) следует сравнить с затравочной величиной a. По-
правка (2.20) пренебрежима по сравнению с a, если |τ | À Gi [19], где
τ = (T −Tc)/Tc – безразмерный параметр, характеризующий близость
к точке фазового перехода, а Gi – так называемое число Гинзбурга

Gi =
Tcλ

2

αb3
. (2.21)

Неравенство |τ | À Gi называют обычно критерием Гинзбурга. Таким
образом, мы установили критерий применимости теории среднего по-
ля, которая работает вне области сильных флуктуаций. Заметим, что
область применимости теории среднего поля существует, только если
Gi ¿ 1, так как само разложение Ландау работает только при условии
|τ | ¿ 1. В противном случае, то есть при Gi & 1, область применимо-
сти теории среднего поля вообще отсутствует. Такая ситуация реали-
зуется, например, для перехода жидкого 4He в сверхтекучее состояние
(для этого перехода Gi ∼ 1).

Рассмотрим теперь вклад, соответствующий второй диаграмме на
рисунке 2.3:

Σ(2)(r) =
λ2

6T 2
G3

0(r) . (2.22)

Подставляя сюда выражение (2.10) и производя Фурье-преобразование,
мы сталкиваемся с логарифмической расходимостью на малых r. Эта
расходимость должна быть “обрезана” на r ∼ Λ−1. После этого мы
находим выражение

Σ(2)(q) ≈ λ2T

6(4π)2b3
ln(Λ/q) , (2.23)
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Рис. 2.4: Область, где существенны флуктуации.

справедливое при условии q
√

b/|a| À 1. При обратном неравенстве
волновой вектор q в (2.23) следует заменить на

√
|a|/b. Выражение

(2.23) пренебрежимо по сравнению с затравочным значением bq2 в
(2.15), если q À q∗, где

q∗ = Tλ/b2 . (2.24)

При получении этой оценки мы опустили логарифмический множи-
тель, который может в лучшем случае дать фактор в несколько еди-
ниц.

Мы заключаем, что флуктуационный вклад Σ в парную корреля-
ционную функцию является существенным, если q . q∗ и |τ | . Gi. Эти
два условия определяют область вблизи начала координат на плоско-
сти τ−q, приведенную на рисунке 2.4, где флуктуации существенно ме-
няют поведение корреляционных функций параметра порядка по срав-
нению со среднеполевым. Заметим, что при использовании приведен-
ных выше критериев для конкретных веществ надо учитывать числен-
ные множители, возникающие во флуктуационных вкладах (2.20,2.23),
поскольку эти множители дают факторы 10−2 ÷ 10−3.

2.2 Теория возмущений ниже точки пере-
хода

Строго говоря, все сказанное выше относилось к случаю a > 0, так
как в противном случае, при a < 0, парная корреляционная функ-
ция (2.9) перестает быть положительно определенной величиной, хо-
тя она должна быть положительной в силу своего определения. Это
несоответствие свидетельствует о том, что система неустойчива по от-
ношению к спонтанному образованию ненулевого значения парамет-
ра порядка 〈ϕ〉. Обсуждение смысла этой величины (связанного с ко-
нечностью времени наблюдения) приведено в лекции 1. При наличии
среднего значения 〈ϕ〉 следует отдельно выделять вклады в корреля-
ционные функции ϕ, связанные с этим средним. Удобно иметь дело с
корреляционными функциями разности ϕ−〈ϕ〉. В частности, неприво-
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димая корреляционная функция (2.1) записывается в следующем виде

G(r) = 〈[ϕ(r + r1)− 〈ϕ〉][ϕ(r1)− 〈ϕ〉]〉 .

При наличии среднего значения 〈ϕ〉 (возникающего при a < 0) пра-
вила теории возмущений должны быть несколько модифицированы.
Прежде всего, функционал Ландау F должен теперь раскладываться
вблизи 〈ϕ〉, по отклонениям ϕ − 〈ϕ〉. При этом, помимо членов чет-
вертого порядка, в этом разложении возникает также член третьего
порядка, пропорциональный λ〈ϕ〉. Затравочно в качестве среднего 〈ϕ〉
следует взять значение, возникающее в рамках среднего поля (смотри
лекцию 1). Удерживая в функционале Ландау член второго порядка
разложения по разности ϕ− 〈ϕ〉, мы находим Гауссову функцию рас-
пределения вероятности, которая ведет к следующему затравочному
выражению для неприводимой парной корреляционной функции (2.1)

G0(r) =
∫

d3q

(2π)3
exp(iqr)

T

2|a|+ bq2
=

T

4πbr
exp

(
−

√
2|a|
b

r

)
, (2.25)

справедливое для однокомпонентного параметра порядка. Мы видим,
что единственная разница по сравнению с выражениями (2.9,2.10) за-
ключается в том, что a заменяется на 2|a|.

Несколько сложнее обстоит дело с многокомпонентным парамет-
ром порядка. В этом случае парная корреляционная функция (2.1)
имеет вид:

Gµν(r) = 〈ϕµ(r + r1)ϕν(r1)〉 − 〈ϕµ〉 〈ϕν〉 . (2.26)

При a > 0 для затравочной парной корреляционной функции мы име-
ем прямое обобщение (2.9,2.10):

G0µν(r) =
∫

d3q

(2π)3
exp(iqr)

Tδµν

a + bq2
=

Tδµν

4πbr
exp

(
−

√
a

b
r

)
. (2.27)

Однако при a < 0 возникает выделенное направление в “изотопи-
ческом” пространстве (пространстве компонент параметра порядка),
связанное со средним значением параметра порядка. Будем считать,
что отлична от нуля только первая компонента параметра порядка
〈ϕ1〉 6= 0. Тогда мы находим

G011(r) =
∫

d3q

(2π)3
Teiqr

2|a|+ bq2
=

T

4πbr
exp

(
−

√
2|a|
b

r

)
, (2.28)

G0µν(r) = δµν

∫
d3q

(2π)3
exp(iqr)

T

bq2
=

T

4πbr
δµν , (2.29)
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Рис. 2.5: Первая поправка к парной корреляционной функции ϕ по
полю h.

в последнем выражении µ, ν 6= 1. Обратим внимание на отсутствие экс-
поненциального затухания в последнем выражении. Этот факт связан
с обсуждавшейся в лекции 1 “мягкостью” степеней свободы параметра,
связанных с его вращением в “изотопическом” пространстве, которая
проявляется в длинноволновом пределе.

Как корреляционные функции параметра порядка, так и его сред-
нее значение 〈ϕ〉 сильно ренормируются (изменяются по сравнению со
среднеполевыми значениями) в области сильных флуктуаций, пред-
ставленной на рисунке 2.4. Принципиально среднее значение 〈ϕ〉 долж-
но определяться следующим образом. Необходимо задаться некоторым
значением 〈ϕ〉, вычислить свободную энергию системы F при этом 〈ϕ〉,
а затем найти минимум F , который и соответствует значению 〈ϕ〉, ко-
торый реализуется в системе.

Теперь мы приступаем к рассмотрению теории возмущений при на-
личии линейного по параметру порядка члена в разложении Ландау,
тогда главные члены разложения имеют вид (1.13). Напомним, что та-
кого типа функционал Ландау относится к окрестности критической
точки пар-жидкость или к ферромагнетику во внешнем магнитном
поле. Поправки к корреляционным функциям, связанные с коэффи-
циентом h в выражении (1.13), могут быть учтены по теории возмуще-
ний, в результате разложения exp(−F/T ) в ряд по h. В результате на
диаграммах появляется новый объект – h, который мы будем обозна-
чать крестиком. Первая поправка к парной корреляционной функции
соответствует диаграмме, представленной на рисунке 2.5.

На рисунке 2.5 имеется объект, который является линией с крестом
на конце. Ему соответствует аналитическое выражение

∫
d3r1 G0(r − r1)h ,

которое, как мы уже установили в лекции 1, является средним значе-
нием параметра порядка, которое возникает, как отклик на внешнее
поле. Это выражение получено в первом порядке по h и в нулевом
порядке по константе взаимодействия λ. Далее можно принимать во
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Рис. 2.6: Диаграммное уравнение для среднего значения параметра
порядка в “древесном приближении”.

внимание как более высокие порядки по полю h, так и более высо-
кие порядки по λ. Они суммируются в полное значение 〈ϕ〉. Таким
образом, мы приходим к теории возмущений, где помимо линий, ко-
торым соответствуют функции G и вершин, которым соответствуют
λ, возникают также и линии, которым соответствует среднее значе-
ние параметра порядка. Такие линии одним концом прикрепляются к
вершинам, а другой конец (с крестом) соответствует полю h.

В таком виде диаграммная техника работает при a > 0. Как мы
уже упоминали, при a < 0 имеются проблемы, связанные с отрица-
тельностью затравочной Гриновской функции G(q) при малых q. Что-
бы решить эту проблему, требуется произвести перенормировку G(q),
которая сводится к суммированию лестничного ряда диаграмм типа
приведенных на рисунке 2.5. Отметим, что при a < 0 такая процедура
дает ненулевую ренормировку G даже в пределе h → 0. Тогда среднее
значение ϕ следует интерпретировать, как самостоятельный объект,
независимый от h. Его затравочное значение определяется диаграмм-
ным соотношением, приведенным на рисунке (2.6), которое совпадает
с уравнением на среднее значение параметра порядка (1.17), которое
получается в теории среднего поля. Обычно о диаграммах типа приве-
денного на рисунке (2.6), где отсутствуют петли, говорят, как о древес-
ных диаграммах. В результате суммирования упомянутой лестницы
мы находим выражение (2.25) или (2.29). При этом можно работать
и при a < 0, и с ненулевым h. Отметим, что при a < 0 значения 〈ϕ〉,
возникающие в пределах h → +0 и h → −0, равны по абсолютной
величине, но отличаются знаками.

2.3 Скейлинг
Для того, чтобы исследовать поведение парной корреляционной функ-
ции (а также всех других корреляционных функций) в области силь-
ных флуктуаций (приведенной на рисунке 2.4) необходимо просумми-
ровать вклады в G(q) всех порядков по λ. Это исключительно сложная
задача, которая далека от своего решения. Мы знаем только главные
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особенности поведения корреляционных функций ϕ в области сильных
флуктуаций, эта информация происходит в основном из эксперимен-
тальных данных и до некоторой степени объясняется теоретически в
рамках так называемого ε-разложения, которое обсуждается в следу-
ющих лекциях.

Как мы объяснили, окрестность начала координат на плоскости
τ − q является областью сильных флуктуаций, где можно ожидать
сингулярного поведения корреляционных функций параметра поряд-
ка. Реально наблюдается некоторое скейлинговое поведение [14, 15].
Например, среднее значение параметра порядка 〈ϕ〉 (возникающее ни-
же точки фазового перехода) степенным образом зависит от близости
к точке перехода:

|〈ϕ〉| ∝ |τ |β , (2.30)

где β – некоторое число. Такого сорта показатели называют критиче-
скими индексами. Их значения зависят от числа компонент параметра
порядка.

Скейлинг означает, что любая корреляционная функция параметра
порядка (в Фурье-представлении) является произведением некоторого
размерного фактора, степени τ и функции безразмерных комбинаций
qirc. Здесь qi – волновые вектора, а rc – критический радиус, который
ведет себя, как некоторая степень τ :

rc ∝ |τ |−ν . (2.31)

Здесь ν – еще один критический индекс. Например, парная корреля-
ционная функция (2.2) может быть записана в следующем виде:

G(q) = |τ |−γg(qrc) , (2.32)

где γ – дополнительный критический индекс. Еще один критический
индекс характеризует поведение следующей корреляционной функции

∫
d3r exp(−iqr)〈〈ϕ2(r)ϕ2(0)〉〉 = |τ |−αg1(qrc) , (2.33)

где двойные угловые скобки означают кумулянт:

〈〈ϕ2(r)ϕ2(0)〉〉 = 〈ϕ2(r)ϕ2(0)〉 − 〈ϕ2〉2 .

Естественно ожидать, что в пределе qrc ¿ 1 корреляционная функ-
ция G(q) не зависит от q, а в пределе qrc À 1 она не зависит от τ . По
крайней мере это так для затравочного выражения (2.9), и нет ни-
каких оснований ожидать, что это свойство будет разрушено за счет
взаимодействия флуктуаций. При условии qrc À 1 парная корреляци-
онная функция параметра порядка ведет себя как некоторая степень
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волнового вектора: G(q) ∝ qη−2. Здесь η – новый критический индекс,
который называют обычно индексом аномальной размерности парной
корреляционной функции. Название объясняется сравнением поведе-
ния G(q) ∝ qη−2 с затравочным выражением (2.9), дающим G(q) ∝ q−2

на больших q. Таким образом, для больших значений аргумента функ-
ции g в (2.32) имеет место степенное поведение g(x) ∝ xη−2. Подстав-
ляя эту асимптотику в (2.32) и требуя независимости G(q) от τ , мы
находим соотношение

γ = (2− η)ν ,

которое связывает введенные нами критические индексы.
Продемонстрируем, каким образом можно выразить скейлинговое

поведение ряда наблюдаемых величин с введенными нами критически-
ми индексами, характеризующими корреляционные функции парамет-
ра порядка. Из соотношений (2.5,2.11) можно найти, дважды диффе-
ренцируя по температуре

Csing ' V

4

(
∂a

∂T

)2 ∫
d3r〈〈ϕ2(r)ϕ2(0)〉〉 , (2.34)

где V – объем системы. Мы удержали в (2.34) главный (наиболее син-
гулярный) вклад в теплоемкость, связанный с зависимостью a от тем-
пературы. Сравнивая (2.33) и (2.34), мы находим, что в области раз-
витых флуктуаций сингулярный вклад в теплоемкость ведет себя, как

Csing ∝ |τ |−α . (2.35)

Это означает, что сингулярный вклад в свободную энергию опреде-
ляется соотношением Fsing ∝ |τ |2−α. Предположим, что на систему
наложено слабое “внешнее поле” h, с которым связан дополнительный
член

Fh = −
∫

d3r hϕ (2.36)

в функционале Ландау F . Среднее 〈ϕ〉, индуцированное при T > Tc

(a > 0) “внешним полем” h, определяется в соответствии с соотноше-
нием типа (2.4). Раскладывая экспоненциальный фактор по Fh, мы
находим, что в линейном приближении

〈ϕ(r1)〉h = T−1

∫
d3r2 G(r1 − r2)h(r2) . (2.37)

Сравнивая это соотношение с (2.32), мы заключаем, что для однород-
ного поля

〈ϕ〉h = χh , χ ∝ |τ |−γ . (2.38)
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Таким образом, в соответствии с (2.35,2.38) критические индексы α и
γ могут быть непосредственно извлечены из эксперимента.

Имеется ряд соотношений между критическими индексами [14].
Чтобы вывести эти соотношения, можно использовать простую мо-
дель, согласно которой в области сильных флуктуаций пространство
разбивается на ячейки размером rc, флуктуации внутри которых про-
исходят независимо друг от друга, и обладают характерной энергией
T . Тогда для сингулярного вклада в свободную энергию мы получаем
оценку Fsing ∼ TV/r3

c . Подставляя сюда законы пропорциональности
|τ | для rc и Fsing, мы находим α = 2 − 3ν. Далее, ниже точки пере-
хода флуктуационную энергию единицы объема можно оценить, как
χ−1〈ϕ〉2. Приравнивая эту величину к Fsing и подставляя сюда законы
пропорциональности |τ | для всех величин, мы находим α +2β + γ = 2.
Таким образом, введенные нами четыре критических индекса могут
быть сведены к двум. Эта ситуация является общей: только два кри-
тических индекса являются независимыми, а остальные могут быть к
ним сведены.

Та же модель позволяет найти оценку для “модуля упругости” B,
характеризующего мягкие степени свободы параметра порядка (с чис-
лом компонент n > 1) в низкотемпературной фазе, и введенного выра-
жениями (1.19,1.23). Используя эти выражения, мы можем заключить,
что энергия флуктуаций φ или n на масштабе rc равна Brc. Та же
энергия может быть оценена как температура T (в области сильных
флуктуаций). Отсюда мы заключаем B ∼ T/rc и, следовательно,

B ∝ |τ |ν .

Тот же закон справедлив и для сверхтекучей плотности ρs [20].

Задачи
Задача 2.1

Найти флуктуационную поправку к теплоемкости выше точки пе-
рехода в области применимости теории среднего поля.

Решение задачи 2.1
Мы исходим из соотношения (2.34). В этом выражении выше точки

перехода в области применимости теории среднего поля 〈〈ϕ2(r)ϕ2(0)〉〉
можно заменить на 2G2

0(r). Подставляя сюда выражение (2.10), мы
находим

Csing ' V α2T 2

32π2

∫
d3r

r2
exp

(
−2

√
a

b
r

)
=

V α2T 2
c

16πb3/2a1/2
,
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где T мы заменили на Tc, и надо подставить a = α(T −Tc). Мы видим,
что это выражение расходится при a → 0, то есть при T → Tc. Срав-
нивая найденный вклад со скачком теплоемкости (1.16) (найденном в
теории среднего поля), мы находим, что эти величины совпадают по
порядку величины при τ ∼ Gi, где, как и раньше, τ = (T − Tc)/Tc.
Таким образом, мы снова воспроизвели критерий Гинзбурга.

Задача 2.2
Рассмотрим окрестность критической точки, которая описывается

функционалом Ландау (1.13)

Fadd =
∫

d3r

[
−hϕ +

a

2
ϕ2 +

b

2
(∇ϕ)2 +

λ

24
ϕ4

]
.

При “больших” h (когда член с a является пренебрежимо малым) в
области сильных флуктуаций имеет место скейлинговый закон 〈ϕ〉 ∝
h1/δ. Выразить критический индекс δ через другие критические индек-
сы. Найти критический индекс поля h∗(τ), которое разделяет области
сильного и слабого полей.

Решение задачи 2.2
Сравнивая между собой законы 〈ϕ〉 ∝ h1/δ и (2.30), мы получаем

h∗ ∝ |τ |βδ. С другой стороны, граничное поле h∗(τ) можно оценить,
если приравнять h∗〈ϕ〉 (где 〈ϕ〉 – среднее значение параметра порядка
в низкотемпературной фазе при h = 0) к плотности флуктуационной
энергии при h = 0, которая ведет себя, как мы уже установили, ∝
|τ |2−α. В результате мы находим соотношение

βδ = 2− α− β ,

которое позволяет выразить индекс δ через индексы α и β.



Лекция 3

Паркетные диаграммы

Мы установили, что поведение корреляционных функций параметра
порядка ϕ вблизи температуры перехода Tc в размерности d = 3 явля-
ется весьма сложным. В то же время проблема исследования корреля-
ционных функций параметра порядка ϕ может быть последовательно
решена в пространстве размерности d = 4 [18]. Основная идея, исполь-
зуемая в современной теории фазовых переходов, заключается в том,
что размерность d = 3 не слишком далека от размерности d = 4. То-
гда имеет смысл исследовать проблему в пространстве размерности
d = 4 − ε (где ε – произвольный малый параметр), и экстраполиро-
вать полученные результаты на случай ε = 1 [25]. Такая процедура,
дающая критические индексы (введенные в лекции 2) в виде (асимп-
тотического) ряда по ε, называется ε-разложением. Нельзя сказать,
что ε-разложение дает хорошо определенные величины, поскольку нас
интересуют значения индексов при ε = 1, что ни в каком смысле не
является малой величиной. Тем не менее, если при возрастании ε от
0 до 1 не происходит никаких бифуркаций, то можно надеяться, что
полученная экстраполяция дает качественно правильную картину фа-
зовых переходов. Как показывает сравнение результатов ε-разложения
с экспериментом, первые члены разложения по ε дают даже неплохое
количественное согласие с наблюдаемыми критическими индексами.

Предварительным этапом при проведении ε-разложения является
исследование поведения корреляционных функций параметра порядка
в пространстве размерности d = 4, что является предметом настоящей
лекции. Эта задача представляет также несомненный самостоятель-
ный методический интерес, так как выработанные при ее решении идеи
находят свое применение и в других областях теоретической физики,
например в теории сверхпроводимости или в квантовой теории поля
(при исследовании поля Хиггса). Кроме того, некоторая модификация

39
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схемы, развитой для задачи о фазовых переходах в d = 4, позволяет
исследовать поведение вещества в окрестности так называемой три-
критической точки. Мы представляем это исследование в настоящей
лекции.

3.1 Флуктуационные поправки в d = 4

Проблема фазовых переходов в размерности d = 4 может быть сфор-
мулирована в терминах того же разложения функционала Ландау F =
Freg + F(2) + Fint (смотри лекции 1,2), где

F(2) =
∫

d4r

[
a

2
ϕ2 +

b

2
(∇ϕ)2

]
, (3.1)

Fint =
∫

d4r
λ

24
ϕ4 . (3.2)

Единственная разница по сравнению с трехмерным случаем заключа-
ется в том, что интегрирование теперь производится по четырехмер-
ному пространству. Как и раньше (смотри лекцию 2), можно сфор-
мулировать теорию возмущений, которая позволяет представить кор-
реляционные функции параметра порядка в виде (асимптотического)
ряда по λ. Затравочная парная корреляционная функция G0 имеет в
Фурье-представлении (при a > 0) следующий вид

G0(q) =
T

a + bq2
, (3.3)

формально совпадающий с выражением при d = 3. Однако в обычном
r-представлении для d = 4 мы получаем уже иное выражение, которое
при r ¿

√
b/a имеет вид

G0(r) =
∫

d4q

(2π)4
eiqrG0(q) ' T

4π2br2
. (3.4)

При r À
√

b/a функция G0(r) спадает экспоненциально при увеличе-
нии r.

Далее (если специально не оговорено обратное) мы считаем, что
число компонент параметра порядка n равно единице.

Рассмотрим опять “собственно-энергетическую” функцию Σ, опре-
деленную, как сумму одночастично неприводимых диаграмм. Она сле-
дующим образом связана с G (смотри лекцию 2)

G(q) =
T

a + bq2 − TΣ(q)
. (3.5)
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Рис. 3.1: Одно- и двухпетлевой вклады в Σ.

Диаграммный ряд для Σ представлен на рисунке 3.1. Приведем явные
выражения для первых двух вкладов в Σ, которые называются обыч-
но однопетлевым и двухпетлевым (смотри рисунок 3.1). Однопетлевой
вклад в d = 4 имеет формально такой же вид, как и в d = 3:

Σ(1)(r) = − λ

2T
G0(r = 0)δ(r) . (3.6)

Переходя в Фурье-представление и вычитая в соответствии с (2.17)
константу, которая включается в переопределение температуры пере-
хода, мы получаем

Σ(1)(k)− Σ(1)(Tc,k = 0) =

−λ

2

∫
d4q

(2π)4

(
1

a + bq2
− 1

bq2

)
' λa

16π2b2
ln

(
Λ√
a/b

)
, (3.7)

где, как и раньше, Λ является “ультрафиолетовой” обрезкой. Срав-
нивая выражение (3.7) с (3.5), мы заключаем, что вклад (3.7) да-
ет логарифмическую ренормировку коэффициента α в соотношении
a = α(T − Tc).

Двухпетлевой вклад, представленный на рисунке 3.1, в r-представлении
имеет вид

Σ(2)(r) =
λ2

6T 2
G3

0(r) ' λ2T

3 · 27π6b3r6
. (3.8)

Последнее выражение в (3.8) справедливо при r ¿
√

b/a. Переходя
в Фурье-представление и вычитая в соответствии с (2.17) константу,
которая включается в переопределение температуры перехода, мы на-
ходим

Σ(2)(q)− Σ(2)(q = 0, a = 0) '
λ2T

3 · 27π6b3

∫
d4r

r6

[
eiqr − 1

] ' − λ2T

3 · 29π4b3
q2 ln

(
Λ
q

)
, (3.9)

справедливое при q À
√

a/b. Сравнивая (3.9) с (3.5), мы заключаем,
что вклад (3.9) в Σ дает логарифмическую ренормировку коэффици-
ента b.
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Рис. 3.2: Диаграммный ряд для вершинной функции.

Приведенные выше результаты обобщаются и на вклады в Σ более
высокого порядка: все они дают логарифмические поправки к коэф-
фициентам α, b. Эти поправки становятся существенными при условии

ξ > b2/(Tλ) , (3.10)

где ξ = ln(Λ/q). Разумеется, невозможно точно отсуммировать все эти
вклады. Тем не менее, можно просуммировать их главную последова-
тельность, которая дает правильную асимптотику Σ при ξ À 1.

На диаграммах высокого порядка для G (или других корреляци-
онных функций) имеются блоки, которые можно рассматривать, как
усложнение вершин четвертого порядка, которым сопоставляется мно-
житель λ. Введем соответствующий объект, который мы будем назы-
вать вершинной функцией. Вершинная функция представляется сум-
мой неприводимых диаграмм, которые нельзя разрезать на две части
вдоль одной линии, и к каждой из которых можно присоединить 4 “но-
ги” (внешние линии, представляющие G-функции). Этот диаграммный
ряд представлен на рисунке 3.2. Мы будем изучать Фурье-преобразование
вершинной функции по разностям координат, считая, что все волно-
вые вектора в этом преобразовании одного порядка, ∼ q. Этот объект
мы будем обозначать λr. Нулевой вклад в λr совпадает просто с λ
(и не содержит зависимости от волновых векторов), а вклады более
высокого порядка (n-петлевые) пропорциональны λn+1.

Первый (однопетлевой) вклад в вершинную функцию аналитиче-
ски записывается, как

−3λ2

2T
G2

0(r) , (3.11)

где r – расстояние между точками, к которым присоединяются “ноги”.
Делая Фурье-преобразование выражения (3.11), мы находим вклад
первого порядка в λr

λ(1)
r = − 3λ2T

24π2b2
ln(Λ/q) , (3.12)

где подразумевается условие q À
√

a/b, и мы использовали выражение
(3.4). Ответ (3.12) приведен с логарифмической точностью, то есть в
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Рис. 3.3: Уравнение для ренормированной константы взаимодействия.

главном порядке по большому логарифму ξ = ln(Λ/q). Мы снова убеж-
даемся в том, что поправки к исходным (затравочным) величинам но-
сят логарифмический характер, и что они становятся существенными
при условии (3.10).

3.2 Ренормированные величины

Рассмотрим теперь следующий (двухпетлевой) вклад в вершинную
функцию, соответствующий второй диаграмме на рисунке 3.2. Соот-
ветствующий вклад (второго порядка) в λr получается в результате
Фурье-преобразования, на этот раз по двум переменным. Результиру-
ющая величина имеет порядок (λ2Tξ/b2)2 и является, следовательно,
существенной, если выполняется условие (3.10). Нетрудно сообразить,
что вторая степень логарифма ξ происходит из области интегриро-
вания Λ−1 ¿ r ¿ R ¿ q−1, где R и r – расстояния между верши-
нами, изображенные на рисунке 3.2. Это наблюдение допускает ши-
рокое обобщение. А именно, для диаграммы данного порядка глав-
ный по ξ вклад в λr происходит из области интегрирования, которая
характеризуется следующей иерархией расстояний между вершина-
ми Λ−1 ¿ r1 ¿ r2 ¿ . . . q−1. Отнюдь не всякая диаграмма допуска-
ет такую полную иерархию. Для этого в диаграмме не должно быть
самопересечений линий. Такие диаграммы называются паркетными,
так как составляющие ее петли “мостят”, как паркет, часть плоскости.
Диаграммы, не являющиеся паркетными, производят меньшую сте-
пень логарифма ξ, чем паркетные с тем же числом вершин. Поэтому
сначала мы сосредоточимся на паркетной последовательности.

Рассмотрим паркетную последовательность диаграмм для λr. В си-
лу сформулированной иерархии в главной области интегрирования на
каждой такой диаграмме можно выделить петлю с наибольшей дли-
ной составляющих ее линий. Тогда блоки слева и справа от этой пет-
ли также будут представлять собой вклады в вершинную функцию,
но характеризуемые меньшими размерами. При суммировании пар-
кетной последовательности эти блоки соберутся в полные вершинные
функции (точнее, в λr), которые будут зависить от ln(ΛR), где R – рас-
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Рис. 3.4: Конверт – пример непаркетной диаграммы.

стояние между блоками. И, наконец, необходимо произвести интегри-
рование по ln(Rq). В результате мы приходим к уравнению, которое в
диаграммном виде представлено на рисунке 3.3, где ренормированная
константа взаимодействия λr обозначена большим кругом, а затра-
вочная – малым. В аналитическом виде (в главном логарифмическом
приближении) это уравнение записывается в следующем виде

λr(ξ) = λ− 3T

24π2b2

ξ∫

0

dξ′λ2
r(ξ

′) , (3.13)

где, как и выше, ξ = ln(Λ/q). Интегральное уравнение (3.13) эквива-
лентно дифференциальному уравнению

dλr/dξ = − 3T

24π2b2
λ2

r , (3.14)

которое имеет следующее решение

λr(ξ) = λ

(
1 +

3Tλ

24π2b2
ξ

)−1

, (3.15)

где ξ = ln(Λ/q). В пределе ξ À b2/(Tλ) мы находим следующую асимп-
тотику

λr(ξ) ∝ ξ−1 . (3.16)

Мы заключаем, что эффективная константа связи λr стремится к
нулю в длинноволновом пределе, то есть при ξ → ∞. Это свойство
называется обычно нуль-зарядным, поскольку такое явление было об-
наружено первоначально в рамках квантовой электродинамики, где
роль константы связи играет квадрат заряда электрона [16, 18].

Теперь мы должны обратиться к отброшенным нами непаркетным
диаграммам. Пример такой диаграммы (которую называют обычно
“конверт”) приведен на рисунке 3.4. Такая диаграмма дает вклад в λr,
пропорциональный λ4ξ2, который содержит на один логарифм мень-
ше, чем паркетные диаграммы того же порядка. Тем не менее, в пре-
деле ξ →∞ вклад, соответствующий конверту, неограниченно растет,
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в то время как в соответствии с (3.15) λr стремится к нулю. Поэто-
му требуется дополнительное обоснование отбрасывания непаркетных
диаграмм, которое заключается в следующем. Просуммируем все диа-
граммы, содержащие данный непаркетный “скелет”. Тогда паркетные
блоки соберутся в ренормированные константы взаимодействия (3.15).
В результате такой процедуры (“одевания”), например, на конверте,
приведенном на рисунке 3.4, затравочные вершины заменятся на “оде-
тые”, которые дадут множители λr. Таким образом, “одетый” конверт
будет пропорционален λ4

rξ
2. Это дает ∝ ξ−2 в длинноволновом пре-

деле, что много меньше, чем λr ∝ ξ−1. Таким образом, процедура
“одевания” делает непаркетные вклады в λr малыми.

Основываясь на введенной выше технике, мы можем приступить
к исследованию значений параметров ar = αr(T − Tc) и br, которые
входят в ренормированное значение парной корреляционной функции
G и логарифмически зависят от характерного масштаба. Чтобы найти
уравнения для αr, необходимо проделать ту же процедуру, что и для
λr, то есть выделить на диаграммах для Σ петлю с самыми длинны-
ми линиями, после чего правый и левый блоки соберутся при сумми-
ровании в ренормированные величины. В результате получается диа-
граммное уравнение для αr. Чтобы выписать его аналитически, можно
воспользоваться (3.7), где затравочные величины следует заменить на
ренормированные. В результате находим

αr(ξ) = α− T

24π2b2

ξ∫

0

dξ′λrαr , (3.17)

где ξ = ln(Λ/q). Мы можем снова перейти к дифференциальному урав-
нению. Его решение, которое получается после подстановки (3.15), при
ξ À b2/(Tλ) ведет себя следующим образом:

αr(ξ) ∝ ξ−1/3 . (3.18)

Аналогичным образом, чтобы найти уравнение для br, мы должны
заменить в (3.9) затравочные значения λ и b на их ренормированные
значения. В результате мы находим уравнение

br − b =

ξ∫

0

dξ′
T 2

3 · 29π4

λ2
r

b3
r

. (3.19)

Уравнение (3.19) имеет решение br → const при ξ → ∞. Формальная
причина такого поведения заключается в том, что в силу (3.15) инте-
грал по ξ′ в (3.19) сходится, если br = const. Это свойство оправдывает
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Рис. 3.5: Диаграммное представление сингулярного вклада в теплоем-
кость.

все приведенные выше вычисления, так как они подразумевали усло-
вие b = const. Мы заключаем, что, строго говоря, явные выражения ти-
па (3.15) справедливы только в асимптотической области ξ À b2/(Tλ)
(где под b надо понимать длинноволновый предел br). В то же время
асимптотические законы типа (3.16,3.18) являются универсальными.

Все, что было сказано выше, справедливо при условии, что в вы-
ражении для ренормированной парной корреляционной функции

G(q) = T/(ar + brq
2) , (3.20)

величиной ar можно пренебречь по сравнению с brq
2. Это справедли-

во, если q >
√

ar/br или, другими словами, если характерный масштаб
задачи меньше

√
br/ar. На масштабе Rc =

√
br/ar ренормировка за-

канчивается, так как флуктуации на больших масштабах подавлены
из-за наличия члена ar в (3.20). На масштабах больше, чем Rc, все
константы, фигурирующие в ренормированном разложении Ландау,
остаются неизменными.

Найдем сингулярный вклад в теплоемкость вблизи точки фазово-
го перехода. Как известно из термодинамики, теплоемкость (при по-
стоянном объеме) определяется через вторую производную от свобод-
ной энергии CV = −Td2F/dT 2. Дифференцируя дважды соотношение
(1.5) и принимая во внимание, что главная зависимость от температу-
ры вблизи точки перехода связана с членом (1.6) в разложении Лан-
дау, мы находим для сингулярного вклада в теплоемкость следующее
выражение

Csing =
V

4
α2

∫
d4r 〈〈ϕ2(r)ϕ2(0)〉〉 , (3.21)

которое воспроизводит в d = 4 соотношение (2.34).
Как и выше, при вычислении среднего (3.21) мы можем применить

метод “одевания”, который означает, что мы выделяем петлю с самы-
ми длинными линиями в каждой диаграмме, после чего суммирование
блоков слева и справа от этой петли даст ренормированные объекты,
в данном случае ренормированные значения αr. В результате мы по-
лучаем диаграммное представление, приведенное на рисунке 3.5, где
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полукруги соответствуют αr, а линии – (ренормированным) функциям
G. В аналитической форме это соотношение имеет вид

Csing =
V

2

∫
d4r α2

rG
2(r) . (3.22)

После перехода к Фурье-представлению и подстановки (3.18,3.20) мы
приходим к логарифмическому интегрированию, которое производит-
ся в пределах R−1

c < q < Λ. В результате мы получаем

Csing ∝ ξ1/3 , (3.23)

где ξ = ln(ΛRc).
До сих пор мы имели в виду случай, когда число компонент пара-

метра порядка n равно единице. Легко обобщить приведенный анализ
на случай произвольного числа компонент n параметра порядка. Это
несколько изменит коэффициенты в рассмотренных соотношениях, но
асимптотический закон (3.16) и b → const остаются в неприкосновен-
ности, в то время как степени логарифма в соотношениях (3.18,3.23)
изменяются. Таким образом, само логарифмическое поведение проана-
лизированных величин не зависит от n, от его значения зависят только
детали этого логарифмического поведения.

3.3 Трикритическая точка
До сих пор мы рассматривали случай, когда коэффициент a в раз-
ложении Ландау (3.1,3.2) является аномально малым. Если имеется
симметрия, которая делает функционал Ландау инвариантным отно-
сительно изменения знака параметра порядка ϕ → −ϕ, то a является
малым в окрестности линии фазовых переходов второго рода на P −T
диаграмме системы, которая определяется условием a = 0. Возможна
ситуация, когда и коэффициент λ в (3.2) также является аномально
малым. Это происходит в окрестности некоторых изолированных то-
чек на P−T диаграмме системы, в которых оба коэффициента a и λ об-
ращаются в ноль. Такие точки называются трикритическими, окрест-
ность трикритической точки требует особого рассмотрения. Прежде
всего, необходимо включить в рассмотрение дополнительный член в
разложении Ландау, шестого порядка по параметру порядка:

F6 =
∫

d3r
λ6

6!
ϕ6 , (3.24)

который надо добавить к (3.1,3.2). При этом следует полагать λ6 > 0.
Обратим внимание на то, что мы вернулись в пространство размерно-
сти d = 3, для этой же размерности будет проделан весь последующий
анализ.
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Рис. 3.6: Первые поправки к парной корреляционной функции и чет-
верной вершинной функции.
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Рис. 3.7: Первый нетривиальный вклад в собственно-энергетическую
функцию.

Несложно проанализировать фазовую диаграмму системы в рам-
ках теории среднего поля. Функционал Ландау F2 +F4 +F6 приводит
к следующему условию экстремума для параметра порядка

(a + λϕ2/6 + λ6ϕ
4/5!)ϕ = 0 .

Решая это уравнение и определяя затем абсолютный минимум F2 +
F4 +F6, мы приходим к следующей фазовой диаграмме. При больших
положительных a этот минимум соответствует ϕ = 0, то есть в этой
области реализуется симметричная фаза. Если λ > 0, то при умень-
шении a в точке a = 0 происходит фазовый переход второго рода (то
есть при изменении a среднее 〈ϕ〉 меняется непрерывно). Если λ < 0, то
фазовый переход происходит в точке a = 5λ2/(8λ6) и сопровождается
скачком 〈ϕ〉 ∼

√
|λ|/λ6, то есть он является фазовым переходом перво-

го рода. Таким образом точка a = 0, λ = 0 является точкой окончания
линии переходов второго рода, с которой начинается линия фазовых
переходов первого рода. И при учете флуктуаций сохраняется та же
топология: на P −T диаграмме системы трикритические точки разде-
ляют линии фазовых переходов на части, соответствующие фазовым
переходам первого и второго родов.

Построим теперь теорию возмущений для окрестности трикрити-
ческой точки. Далее мы будем считать число компонент параметра
порядка n равным единице.
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Мы начинаем с самой трикритической точки, когда a = λ = 0.
Тогда затравочная парная корреляционная функция имеет следующий
вид

G0(r) =
∫

d3q

(2π)3
T

bq2
exp(iqr) =

T

4πbr
. (3.25)

Теория возмущений строится, как разложение по энергии взаимодей-
ствия (3.24), что дает ряд по λ6. Членам разложения в ряд теории
возмущений соответствуют диаграммы с линиями, которым сопостав-
ляются функции (3.25), и с вершинами шестого порядка, каждой из
которых сопоставляется множитель λ6. Мы будем обозначать верши-
ны шестого порядка “пустыми” (белыми) дисками с тем, чтобы отли-
чать их от вершин четвертого порядка, которые мы изображаем “за-
литыми” (черными) дисками. Первая поправка к парной корреляцион-
ной функции изображена на рисунке 3.6. На том же рисунке приведен
фрагмент диаграммы для парной корреляционной функции, который
можно интерпретировать, как первую поправку к четверной вершин-
ной функции. Эта поправка содержит петлю, которая аналитически
записывается, как

G0(0) =
∫

d3q

(2π)3
T

bq2
,

то есть является ультрафиолетово расходящимся интегралом. Мы уже
знаем, что такого рода интегралы надо включать в переопределение
соответствующей величины, в данном случае коэффициента λ при ϕ4 в
разложении Ландау. То же относится и к собственно-энергетическому
блоку, представленному на первой диаграмме на рисунке 3.6: он со-
держит ультрафиолетовые расходимости, которые следует включить
в переопределение a, то есть температуры перехода.

Таким образом, первый нетривиальный вклад в собственно-энерге-
тическую функцию имеет второй порядок по λ6. Единственная нетри-
виальная диаграмма для собственно-энергетической функции в этом
порядке приведена на рисунке 3.7. Соответствующее аналитическое
выражение имеет вид

Σ(r) =
λ2

6

120T 2
G5

0 , (3.26)

где определение Σ соответствует (2.14). Делая Фурье-преобразование
и подставляя (3.25), мы находим

Σ(2)(q) =
λ2

6T
3

120(4π)5b5

∫
d3r

r5
exp(−iqr) .

Это выражение содержит ультрафиолетовую расходимость (при ма-
лых r), которую надо включить в переопределение a. Вычитая эту
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Рис. 3.8: Первая поправка к шестерной вершинной функции.

расходимость, то есть делая замену exp(−iqr) → exp(−iqr)− 1 в при-
веденном выше интеграле, мы находим

Σ(2)(q) = − λ2
6T

3q2

720(4π)4b5
ln

(
Λ
q

)
.

В соответствии с (3.5) этот вклад можно рассматривать, как следую-
щую поправку к параметру b:

∆b =
λ2

6T
4

720(4π)4b5
ln

(
Λ
q

)
. (3.27)

Следуя той же логике, что и ранее, мы переходим к рассмотре-
нию шестерной вершинной функции, которая представляется суммой
неприводимых диаграмм, которые нельзя разрезать на две части вдоль
одной линии, и к каждой из которых можно присоединить 6 “ног”
(внешних линий, представляющих G-функции). В r-представлении ше-
стерная вершинная функция зависит от координат ri шести точек (из
которых “исходят” G-линии), точнее (в однородном случае) от пяти
векторов, которые являются разностями типа r1 − r2. Мы будем изу-
чать Фурье-преобразование вершинной функции по разностям коорди-
нат, считая, что все волновые вектора в этом преобразовании одного
порядка, ∼ q. Этот объект мы будем обозначать λ6r. Нулевой вклад
в λ6r совпадает просто с λ6 (и не содержит зависимости от волновых
векторов), а вклады более высокого порядка пропорциональны степе-
ням λ6.

Рассмотрим первую поправку к λ6r, которая представляется диа-
граммой, изображенной на рисунке 3.8. Аналитическое выражение, со-
ответствующее этой диаграмме, имеет следующий вид

λ
(1)
6r = −5λ2

6

3T

∫
d3r exp(−iqr)G3

0(r) .

Подставляя сюда (3.25), мы находим

λ
(1)
6r = − 5λ2

6T
2

48π2b3
ξ , (3.28)
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Рис. 3.9: Поправка к шестерной вершинной функции, содержащая ξ2.
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Рис. 3.10: Поправка к шестерной вершинной функции, не содержащая
ξ2.

где ξ = ln(Λ/q). Таким образом, первая поправка к λ6r содержит в
себе логарифм, который является большим в длинноволновом преде-
ле. Перейдем теперь к поправкам более высокого порядка к λ6r. При-
меры поправок третьего порядка по λ6 приведены на рисунках 3.9 и
3.10. При этом диаграмма, приведенная на рисунке 3.9, дает поправку,
пропорциональную квадрату логарифма ln(Λ/q), в то время как диа-
грамма, приведенная на рисунке 3.10, содержит лишь первую степень
этого логарифма.

Таким образом, мы сталкиваемся с ситуацией, подобной той, ко-
торая возникла при анализе ряда теории возмущений для вершины
λ в размерности d = 4. Поэтому дальше можно двигаться в том же
направлении, отбирая главную последовательность диаграмм для λ6r,
дающих старшие степени логарифмов. Несложно сообразить, что, как
и раньше, для диаграммы данного порядка главный по ξ вклад в λr

происходит из области интегрирования, которая характеризуется сле-
дующей иерархией расстояний между вершинами Λ−1 ¿ r1 ¿ r2 ¿
. . . q−1. При этом каждому расстоянию в этой иерархии должны соот-
ветствовать три G-линии (иначе при интегрировании по соответству-
ющему расстоянию логарифм не будет произведен). Отнюдь не всякая
диаграмма допускает удовлетворяет этим условиям. Например, диа-
грамма, приведенная на рисунке 3.9, этим условиям удовлетворяет (и
дает ξ2), а диаграмма, приведенная на рисунке 3.10, не удовлетворяет,
несмотря на отсутствие самопересечений (и дает только первую сте-
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Рис. 3.11: Уравнение для ренормированной константы взаимодействия
λ6.

пень ξ).
Выделим последовательность диаграмм, дающих главные степени

логарифма. В силу сформулированной иерархии в главной области
интегрирования на каждой такой диаграмме можно выделить тройку
G-линий с наибольшей длиной. Тогда блоки слева и справа от этой
петли также будут представлять собой вклады в вершинную функ-
цию, но характеризуемые меньшими размерами. При суммировании
главной последовательности диаграмм эти блоки соберутся в полные
вершинные функции (точнее, в λr), которые будут зависеть от ln(ΛR),
где R – расстояние между блоками. И, наконец, необходимо произве-
сти интегрирование по ln(Rq). В результате мы приходим к уравнению,
которое в диаграммном виде представлено на рисунке 3.11, где ренор-
мированная константа взаимодействия λ6r обозначена черным кругом.
В аналитическом виде (в главном логарифмическом приближении) это
уравнение записывается в следующем виде

λ6r(ξ) = λ6 − 5T 2

48π2b3

ξ∫

0

dξ′λ2
6r(ξ

′) , (3.29)

Интегральное уравнение (3.29) эквивалентно дифференциальному урав-
нению

dλ6r/dξ = − 5T 2

48π2b3
λ2

6r , (3.30)

которое имеет следующее решение

λ6r(ξ) = λ6

(
1 +

5T 2λ6

48π2b3
ξ

)−1

, (3.31)

где ξ = ln(Λ/q). В пределе ξ À b3/(T 2λ6) мы находим следующую
асимптотику

λ6r(ξ) ∝ ξ−1 , (3.32)

аналогично (3.16).
Далее можно проверить, что отброшенные диаграммы (точнее, бло-

ки, в которых главные последовательности собраны в ренормирован-
ную вершину) дают малые поправки к шестерной вершине. Это дает
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Рис. 3.12: Уравнение для ренормированной константы взаимодействия
λ.

обоснование приведенного ответа. Таким образом, мы получили схему,
которая весьма близка к суммированию паркетных диаграмм, и дает
логарифмическую ренормировку эффективной константы взаимодей-
ствия непосредственно в трехмерном пространстве.

Теперь мы можем рассмотреть ренормировку коэффициентов a, b
и λ, входящих в функционал Ландау F2 + F4 + F6. Их исследование
производится также, как это делалось для самой вершинной функции
λ6 (и в полной аналогии с тем, как это делалось для паркетных диа-
грамм). А именно, для каждого объекта мы должны выделить глав-
ную последовательность диаграмм и просуммировать ее. Выделение
идет по степеням логарифма, которые производят “пучки” из трех G-
линий. Опять-таки, старшие степени логарифма производят диаграм-
мы, в которых имеется иерархия размеров G-линий. Выделяя сечение
с максимальным размером G-линий и суммируя блоки слева и справа
от этого сечения, мы получаем для ренормированной четверной вер-
шинной функции λr уравнение, в диаграммном виде представленное
на рисунке 3.12, где, как и выше, малый кружок представляет затра-
вочное значение λ, а большой – ренормированное значение λr. Это
диаграммное уравнение переписывается в виде интегрального уравне-
ния, которое сводится к следующему дифференциальному

dλr

dξ
= − T 2λ6r

96π2b3
λr , (3.33)

решение которого имеет вид

λr = λ

(
1 +

5T 2λ6

48π2b3
ξ

)−2/5

, (3.34)

то есть в длинноволновом пределе λr ∝ ξ−2/5. Также можно полу-
чить и уравнение для b. Выделяя сечение с максимальным размером
G-линий и суммируя блоки слева и справа от этого сечения, мы полу-
чаем для поправки к b выражение, которое определяется диаграммой,
представленной на рисунке 3.7, где затравочные вершинные функции
λ6 следует заменить на ренормированные λ6r. В результате мы полу-
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чаем интегральное уравнение, которое сводится к следующему диф-
ференциальному

dbr

dξ
=

T 4λ2
r

5 · 32 · 28π4b5
r

. (3.35)

Отсюда следует, что в длинноволновом пределе (то есть при ξ →∞) br

выходит на константу. Это оправдывает наши вычисления, в которых
мы считали b константой.

Интересно, что диаграмм, дающих логарифмические поправки к
параметру a, нет. Это означает, что отклонение ренормированной ве-
личины a от ее затравочного значения мало. Таким образом, фазовая
диаграмма системы вблизи трикритической точки практически сов-
падает со среднеполевой. При λ > 0 критический радиус rc дается
своим среднеполевым выражением: rc =

√
b/|a|, который стремит-

ся к бесконечности при a → 0. Далее, аномальный вклад в тепло-
емкость определяется той же диаграммой, представленной на рисун-
ке 3.5. Соответствующее аналитическое выражение пропорционально∫

d3r G2(r) ∝ rc. Сингулярный же вклад в теплоемкость ведет себя
∝ |a|−1/2 при λ > 0. Коэффициент в этом законе несколько меняется
при λ2 ∼ |a|λ6. (Здесь в качестве λ, λ6 надо брать их ренормиро-
ванные значения на масштабе rc.) Закон ∝ |a|−1/2 для теплоемкости
справедлив до тех пор, пока не станет существенной ренормировка a,
связанная с вкладом четвертого порядка (с фактором λ) в функцио-
нал Ландау, которую мы до сих пор игнорировали. Эта ренормировка
существенна в некоторой окрестности фазового перехода, где должно
наблюдаться поведение, характерное для фазовых переходов второго
рода (со степенной зависимостью теплоемкости от T − Tc).

Задачи

Задача 3.1
Найти критерий применимости закона ∝ |a|−1/2 для теплоемкости

в окрестности трикритической точки при λ > 0.

Решение задачи 3.1
Мы уже установили (смотри лекцию 2), что флуктуационные по-

правки к корреляционным функциям становятся существенными при
|a| < Tc(da/dT )Gi, где Gi – число Гинзбурга, определяемое выражени-
ем (2.21). Отсюда мы находим, что степенное поведение теплоемкости,
характерное для флуктуационной окрестности фазового перехода вто-
рого рода, должно наблюдаться при |a| . T 2

c λ2/b3. В этот критерий
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надо подставлять ренормированное значение фактора λ, соответству-
ющее масштабу ∼ q−1

∗ , где q∗ определяется выражением (2.24). В силу
слабой (логарифмической) зависимости λ от масштаба при q∗r & 1 в
эти оценки можно подставлять затравочное значение λ.

Задача 3.2
При фазовом переходе в состояние одноосного сегнетоэлектрика па-

раметром порядка является смещение ϕ подрешеток кристалла вдоль
фиксированного направления. В этом случае при описании фазово-
го перехода надо принимать во внимание электрическую дипольную
энергию, которую можно записать в следующем виде

Fdip =
µ

8π

∫
d3r1 d3r2 ∂zϕ(r1)∂zϕ(r2)

1
r

, (3.36)

где ось Z направлена вдоль направления смещения подрешеток, r =
|r1 − r2| и µ характеризует силу дипольного взаимодействия. Найти
характер зависимости сингулярного вклада в теплоемкость от темпе-
ратуры в окрестности этого фазового перехода [26].

Решение задачи 3.2
Принимая во внимание дипольную энергию (3.36) наряду со вкла-

дом второго порядка (2.5), мы находим для затравочной парной кор-
реляционной функции

G(q) =
T

a + bq2 + µq2
z/q2

. (3.37)

Мы видим сильную анизотропию свойств одноосного сегнетоэлектри-
ка. За счет дипольного члена в выражении (3.37) интегралы по q на-
бираются на малых qz = q cos θ. Поэтому интегрирования по q перепи-
сываются в “четырехмерном” виде:

d3q → 2πq2dq d cos θ → 2π
√

b/µ q2 dq dk4 → (1/2)
√

b/µ d4k , (3.38)

где k1,2,3 = qx,y,z и k4 =
√

µ/b cos θ. При этом выражение (3.37) при-
обретает стандартный вид: G(k) = T/(a + bk2). Преобразование (3.38)
работает в логарифмических интегралах, которые как раз и возника-
ют при “четырехмерном” характере интегрирования. Таким образом,
задача о фазовом переходе в одноосном сегнетоэлектрике в главном
логарифмическом приближении эквивалентна задаче о стандартном
фазовом переходе в d = 4 для n = 1. Мы заключаем, что сингулярный
вклад в теплоемкость при фазовом переходе в одноосном сегнетоэлек-
трике ведет себя логарифмически, Csing ∝ ξ1/3. Здесь, как и прежде,
ξ = ln(Λrc), а критический радиус rc определяется из стандартного
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соотношения rc =
√

b/|a|. Отметим, что эта величина определяет кор-
реляционную длину параметра порядка в плоскости (X, Y ), в то время
как для направления смещения разумнее говорить о характерном зна-
чении cos θ, которое оказывается равным

√
|a|/µ.



Лекция 4

Ренорм-группа,
ε-разложение

Мы начинаем эту лекцию с перевывода результатов, полученных в
лекции 3, используя несколько иной язык, который оказывается более
удобным и допускает широкое обобщение. Речь идет о так называемом
методе ренорм-группы, который был первоначально сформулирован в
квантовой теории поля [18], но нашел весьма широкое применение в
задачах, возникающих в теории конденсированного состояния. Обсуж-
дение метода ренорм-группы в контексте фазовых переходов можно
найти в работах [21, 22, 23, 24]. Там же можно найти детальное об-
суждение различных случаев, к которым применим этот метод. Затем
мы распространяем ренорм-групповой метод на размерность d = 4− ε,
формулируя так называемое ε-разложение для критических индексов.

4.1 Выделение быстрых переменных

Напомним, что проблема, которую мы рассматривали в лекции 3, за-
дается функционалом Ландау

F =
∫

d4r

{
a

2
ϕ2 +

b

2
(∇ϕ)2 +

λ

24
(
ϕ2

)2
}

, (4.1)

определенным в пространстве размерности d = 4. Мы полагаем, что ϕ
– n-компонентный параметр порядка, тогда в (4.1)

ϕ2 ≡
n∑

a=1

ϕ2
a .

57
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Напомним также, что задача подразумевает наличие “ультрафиолето-
вой” обрезки (предельного волнового вектора) Λ.

Как мы видели при анализе диаграммного разложения в лекции
3, в размерности d = 4, корреляционные функции параметра поряд-
ка на некотором масштабе r перенормируются за счет взаимодействия
ϕ на этом масштабе с флуктуациями ϕ, имеющими волновые векто-
ра q в интервале r−1 < q < Λ. Вообще говоря, ренормировка кор-
реляционных функций может оказаться значительной. Тем не менее,
константа взаимодействия остается малой. Поэтому мы ожидаем, что
взаимодействие с флуктуациями из ограниченной области фазового
пространства производит только небольшую ренормировку корреля-
ционных функций на данном масштабе r. Это соображение мотивиру-
ет следующую многошаговую процедуру, имеющую целью постепенное
(шаг за шагом) вычисление поправок к корреляционным функциям.

Разобьем параметр порядка на два слагаемых, “медленную” часть
ϕ′ и “быструю” часть ϕ̃:

ϕ = ϕ′ + ϕ̃ . (4.2)

Здесь ϕ̃ является суммой Фурье-гармоник с самыми большими вол-
новыми векторами, а ϕ′ содержит все остальные Фурье-гармоники.
Далее, мы собираемся исключить из рассмотрения быстрые степени
свободы, проинтегрировав функцию распределения exp(−F/T ) по ϕ̃:

exp
[
−F

′(ϕ′)
T

]
=

∫
Dϕ̃ exp

[
−F(ϕ′ + ϕ̃)

T

]
. (4.3)

Здесь F ′ имеет смысл функционала Ландау для “медленной” части
параметра порядка ϕ′. Этот функционал содержит в себе полную ин-
формацию о корреляционных функциях параметра порядка на доста-
точно больших масштабах (или на достаточно малых волновых век-
торах), содержащихся в ϕ′. Скажем, в терминах F ′ можно записать
парную корреляционную функцию

G(r) =
∫
Dϕ̃′ exp

[
−F

′(ϕ′)
T

]
ϕ′(r)ϕ′(0) , (4.4)

при условии Λr À 1, так как вклад в G(r) от быстрых степеней сво-
боды является пренебрежимым. Проделывая процедуру исключения
быстрых степеней свободы (4.3) снова и снова, мы можем проинтегри-
ровать по всем Фурье-гармоникам ϕ с волновыми векторами в интер-
вале r−1 < q < Λ. После этого уже можно будет вычислять корреляци-
онную функцию (4.4) в рамках обычной теории возмущений, причем в
силу малости константы взаимодействия главным будет нулевое при-
ближение (определяемое квадратичной частью функционала Ландау).
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Разумеется, F ′, вычисленное в соответствии с (4.3), отличается от
исходного функционала F . Но если фазовый объем быстрых перемен-
ных ϕ̃ достаточно мал, то и поправка F ′(ϕ′) − F(ϕ′) будет мала и ее
можно вычислять по теории возмущений. Это приведет к тому, что па-
раметры, входящие в функционал Ландау, будут постепенно меняться
при применении введенной многошаговой процедуры. Такое изменение
может быть описано в рамках соответствующих дифференциальных
уравнений, которые называются ренорм-групповыми (РГ) уравнени-
ями. Мы начинаем с вывода РГ-уравнения для функционала Ландау
(4.1) в пространстве размерности d = 4.

Сначала мы должны более аккуратно определить разделение сте-
пеней свободы (4.2), производимого на единичном шаге введенной про-
цедуры. Мы будем полагать, что быстрый вклад ϕ̃ является суммой
Фурье-гармоник с волновыми векторами Λ′ < q < Λ, тогда медленная
компонента ϕ′ будет суммой Фурье-гармоник с волновыми векторами
q < Λ′. Мы предполагаем также, что выполняются следующие условия

Λ À Λ′ , (4.5)
g ln(Λ/Λ′) ¿ 1 , (4.6)

где g – безразмерная константа связи, введенная в лекции 3 (смот-
ри также ниже). Конечно, условия (4.5) и (4.6) совместимы, только
если константа связи мала, g ¿ 1, что является условием примени-
мости техники РГ. Условие (4.6) позволяет использовать стандартное
разложение в ряд теории возмущений, а условие (4.5) позволяет про-
изводить отбор различных вкладов по большому логарифму ln(Λ/Λ′).

Подставляя сумму (4.2) в (4.1) мы находим

F = F(ϕ′) + F (2)
int + F (2)(ϕ̃) + . . . , (4.7)

F (2)
int =

∫
d4r

{
λ

12
ϕ′2ϕ̃2 +

λ

6
(ϕ′ϕ̃)2 +

a

2
ϕ̃2

}
, (4.8)

F (2)(ϕ̃) =
∫

d4r
b

2
(∇ϕ̃)2 , (4.9)

где . . . обозначает ряд опущенных членов. Мы опустили член
∫

d4r
λ

6
(ϕ̃ϕ′)ϕ′2 ,

так как он не может производить поправки к F , пропорциональные
большому логарифму ln(Λ/Λ′) в силу того, что этот член отличен от
нуля только для Фурье-гармоник ϕ̃ с волновыми векторами q, близки-
ми к Λ′. Мы пренебрегли в (4.7) также членами третьего и четвертого
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порядка по ϕ̃, так как они производят малые поправки к функционалу
Ландау при интегрировании (4.3) в силу условия (4.6). Обратим вни-
мание на то, что мы включили член второго порядка, пропорциональ-
ный a, в Fint. Это удобно по формальным соображениям (позволяет
проще выделять ультрафиолетовые расходимости), а также позволяет
не заботиться о знаке a при проведении ренорм-групповой процедуры.

Подставляя разложение (4.8) в соотношение (4.3) мы находим

exp
[
−F

′(ϕ′)−F(ϕ′)
T

]
=

∫
Dϕ̃ exp

[
−F(ϕ̃) + Fint

T

]
. (4.10)

В силу условия (4.6) разность F ′(ϕ′)−F(ϕ′) мала и мы можем разло-
жить экспоненту в левой части соотношения (4.10) по этой разности.
По тем же причинам можно разложить правую часть (4.10) по Fint. В
результате мы получаем

F ′(ϕ′)−F(ϕ′) = 〈Fint〉 − 1
2T

〈〈
(Fint)

2
〉〉

. (4.11)

Здесь угловые скобки означают усреднение по статистике быстрых сте-
пеней свободы. Мы удержали в правой части (4.11) два первых члена
разложения экспоненты по Fint.

Вообще говоря, надо быть аккуратным с порядком разложения.
Общее правило заключается в том, что надо удерживать все поряд-
ки разложения по Fint, дающие нужную степень большого логарифма
ln(Λ/Λ′) (эта степень зависит от того, с какой точностью требуется
получить уравнения ренорм-группы). Обратим внимание на то, что в
правой части (4.11) фигурирует неприводимое среднее от F2

int (обо-
значенное двойными угловыми скобками). Это является следствием
сокращения приводимой части 〈F2

int〉 с вкладом 〈Fint〉2, возникающим
из члена второго порядка в разложении поправки к свободной энергии.
Это можно увидеть из разложения соотношения (4.10), которое дает
первую поправку 〈Fint〉 к свободной энергии. Аналогичные сокраще-
ния имеют место и в более высоких членах разложения соотношения
(4.11) по Fint. Поэтому надо быть аккуратным при подсчете степени
ln(Λ/Λ′), которое дает тот или иной порядок разложения по Fint. Как
правило, главный вклад дают несколько первых членов разложения
(в нашем случае два).

В главном приближении по константе взаимодействия статистика
быстрых степеней свободы определяется функцией распределения ве-
роятности

P(ϕ̃) ∝ exp
[
−F

(2)(ϕ̃)
T

]
, (4.12)
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определяемой квадратичной частью функционала Ландау. Так как
функция распределения (4.12) является Гауссовой, все корреляцион-
ные функции ϕ̃ сводятся к парной корреляционной функции G̃:

〈ϕ̃a(r1)ϕ̃b(r2)〉 = G̃(r1 − r2)δab .

Функция G̃ может быть вычислена, исходя из (4.12):

G̃(r) =

Λ∫

Λ′

d4q

(2π)4
T

bq2
exp(iqr) ≈ T

4π2br2
, (4.13)

Последнее выражение (в r-представлении) справедливо при Λ′−1 >
r > Λ−1.

В силу той же Гауссовости функции распределения вероятности
(4.12) можно легко явно выписать все средние в (4.11). Например

〈
F (2)

int

〉
=

∫
d4r

λ

12
(n + 2)ϕ′2

〈
ϕ̃2

1

〉
+ . . . , (4.14)

где мы приняли во внимание, что 〈ϕ̃aϕ̃b〉 ∝ δab. Среднее
〈
ϕ̃2

1

〉
фигу-

рирующее в (4.14), может быть найдено с использованием выражения
(4.13):

〈
ϕ̃2

1

〉
=

Λ∫

Λ′

d4q

(2π)4
T

bq2
.

Это “ультрафиолетовый” вклад (“сидящий” на верхнем пределе инте-
грирования), который следует включить в переопределение темпера-
туры перехода Tc.

Теперь мы переходим ко второму члену в соотношении (4.11). Под-
ставляя в него выражение (4.8) мы получаем

F ′(ϕ′)−F(ϕ′) ← − 1
T

∫
d4r1 dr2 G̃2(r1 − r2)

×
{

(n + 8)λ2

4 · 27
ϕ′2(r1)ϕ′

2(r2) +
(n + 2)λa

12
ϕ′2(r1) +

na2

4

}
. (4.15)

Функция G̃(r) затухает, начиная с масштаба Λ′−1, в то время как поле
ϕ′ изменяется на больших масштабах. Поэтому в главном приближе-
нии мы можем подставить ϕ′2(r2) → ϕ′2(r1) в первом члене в (4.15), в
результате мы находим следующий вклад

F ′ −F ← − λ2

36T

∫
d4r ϕ′4(r)

∫
d4R G̃2(R) . (4.16)
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Рис. 4.1: Диаграммное представление поправок к крупномасштабным
величинам.

Интеграл здесь легко вычисляется после подстановки (4.13):
∫

d4r G̃2(R) ≈ T 2S4

(2π)4b2
∆ξ , (4.17)

где ∆ξ = ln(Λ/Λ′), а S4 = 2π2 – поверхность единичной сферы в четы-
рехмерном пространстве. Таким образом, вклад (4.16) содержит боль-
шой логарифм. Структура вклада (4.16) показывает, что за его счет
ренормируется член четвертого порядка в функционале Ландау, эту
ренормировку можно зависать в виде поправки к фактору λ:

∆λ = −n + 8
6

S4

(2π)4
T

b2
λ2∆ξ . (4.18)

Далее, используя (4.17), мы можем найти дополнительные вклады в
F ′−F , происходящие из правой части (4.15). Один из них дает ренор-
мировку a, поправка к этому параметру равна

∆a = −n + 2
6

S4

(2π)4
T

b2
λa∆ξ . (4.19)

И, наконец, последний вклад дает ренормировку свободной энергии

∆F = −na2

4
S4

(2π)4
T

b2
∆ξ . (4.20)

Отметим, что все найденные поправки можно изобразить при помо-
щи диаграммы, приведенной на рисунке 4.1, где линии соответствуют
парным корреляционным функциям быстрых переменных, а полукру-
ги соответствуют факторам в членах взаимодействия быстрых степе-
ней свободы с медленными (крупномасштабными). Это единообразие
и объясняет появление логарифма ∆ξ во всех найденных выражениях.

4.2 Ренорм-групповые уравнения
Мы рассмотрели единичный шаг. Если теперь повторить его много-
кратно, то функционал Ландау сохранит свою форму (как следует из
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проделанного выше анализа), но коэффициенты a и λ будут посте-
пенно изменяться при последовательном исключении быстрых пере-
менных. Так как поправки (4.18,4.19) малы на каждом шаге нашей
процедуры, мы можем описывать вариации a, λ и свободной энергии
F в терминах дифференциальных уравнений

dλ

dξ
= −n + 8

6
S4

(2π)4
T

b2
λ2 , (4.21)

da

dξ
= −n + 2

6
S4

(2π)4
T

b2
λa , (4.22)

dF

dξ
= −na2

4
S4

(2π)4
T

b2
, (4.23)

следующих из (4.19,4.18,4.20). Здесь ξ = ln(Λ/Λ′), где Λ′ – текущая
обрезка (то есть максимальный волновой вектор ϕ′). Именно урав-
нения типа (4.21-4.23) называются обычно ренорм-групповыми (РГ).
Найденные нами уравнения справедливы в ведущем порядке по ξ. Они
называются обычно однопетлевыми, так как соответствующие поправ-
ки к крупномасштабным параметрам при исключении быстрых пере-
менных изображаются однопетлевыми диаграммами по быстрым пе-
ременным (рисунок 4.1).

Удобно переписать РГ-уравнения (4.21,4.22) в терминах безразмер-
ной константы связи g

dg

dξ
= −g2 , (4.24)

dλ

dξ
= −gλ , (4.25)

da

dξ
= −n + 2

n + 8
ga . (4.26)

g =
n + 8

6
S4

(2π)4
T

b2
λ . (4.27)

Численный множитель в выражении (4.27) подобран так, чтобы коэф-
фициент в РГ-уравнении (4.24) был равен единице. Так определенная
безразмерная константа связи называется обычно инвариантным заря-
дом. Подчеркнем, что рассмотренные РГ-уравнения отнюдь не подра-
зумевают условие малости gξ, этот параметр может быть произволь-
ным, что и дает возможность сильной ренормировки всех параметров
теории.

В однопетлевом приближении, которое было использовано выше,
коэффициент b, который фигурирует в градиентном члене в (4.1), не
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Рис. 4.2: Двухпетлевая поправка к крупномасштабному функционалу
Ландау.

изменяется. Чтобы найти его ренормировку, необходимо учесть чле-
ны более высокого порядка по ϕ̃ в Fint. А именно, надо принять во
внимание член третьего порядка

F (3)
int =

λ

6

∫
d4r (ϕ′ϕ̃)ϕ̃2 . (4.28)

Поскольку 〈F (3)
int〉 = 0, следует учесть только тот вклад в F ′−F , кото-

рый определяется вторым членом в правой части (4.11). Подставляя
в него выражение (4.28), мы находим

F ′ −F ← − (n + 2)λ2

36T

∫
d4r1 d4r2 ϕ′(r1)ϕ′(r2)G̃3(r) , (4.29)

где r = r2 − r1. Заметим, что поправка (4.29) представляется уже
двухпетлевой диаграммой, приведенной на рисунке 4.2, где вершинам
сопоставляется множитель λϕ′. Таким образом, мы вышли за рамки
однопетлевого приближения, что означает учет членов более высокого
порядка по константе взаимодействия g в ренорм-групповых уравне-
ниях.

Опять-таки, характерное значение r в выражении (4.29) опреде-
ляется Λ′−1, в то время как ϕ′ является медленным полем, которое
меняется на больших масштабах. Поэтому в главном приближении
мы можем заменить ϕ′(r2) на ϕ′(r1). Тогда (в Фурье-представлении)
мы получим фактор, который определяется “ультрафиолетовым” ин-
тегралом по q (сидящим на верхнем пределе), этот фактор следует
включить в переопределение температуры перехода Tc. Чтобы найти
ренормировку b, мы должны разложить ϕ′(r2) по r:

ϕ′(r2) = ϕ′(r1) + rα∇αϕ′(r1) +
1
2
rαrβ∇α∇βϕ′(r1) + . . .

Первый член этого разложения не вносит вклад в F ′−F (соответству-
ющий интеграл равен нулю из-за интегрирования нечетной функции
по углам). Таким образом надо учесть второй член разложения ϕ′(r2),
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который дает дает следующую поправку

F ′ −F ← (n + 2)λ2

9 · 32T

∫
d4r1 d4r [∇ϕ′(r1)]2G̃3(r)r2 .

Мы произвели здесь усреднение по углам и один раз взяли интеграл
по частям. Подставляя сюда выражение (4.13), мы находим

∆b =
(n + 2)λ2T 2

9 · 29π4b3
∆ξ . (4.30)

Соответствующее РГ-уравнение имеет вид

db

dξ
=

n + 2
2(n + 8)2

g2b . (4.31)

Мы видим, что правая часть уравнения (4.31) пропорциональна вто-
рой степени инвариантного заряда g, что является выражением того
факта, что ренормировка b возникает только во втором порядке по
константе связи (в двухпетлевом приближении).

4.3 ε-разложение

Как мы установили, в пространствах размерности d = 3, 4 в некото-
рой окрестности фазового перехода флуктуационные эффекты ока-
зываются столь сильными, что перестраивают корреляции парамет-
ра порядка. В то же время в размерностях d > 4 в теории возму-
щений для корреляционных функций параметра порядка отсутствуют
вклады, которые “сидят” на больших масштабах. Разумеется, в тео-
рии возмущений остаются ультрафиолетовые интегралы, которые на-
до включать в переопределение той или иной наблюдаемой величины
(например, температуры перехода). Но это не приводит к перестройке
корреляций параметра порядка. Поэтому при d > 4 на всех масштабах
работает теория среднего поля. В этом смысле размерность d = 4 яв-
ляется, как говорят, маргинальной (пограничной), поскольку отделяет
размерности d > 4, где флуктуационные эффекты слабы, от размер-
ностей d < 4, где они сильны.

В самой маргинальной размерности d = 4, как мы убедились, все
ренормировки носят логарифмический характер, и все эти ренорми-
ровки могут быть последовательно вычислены. В размерностях же
d < 4 их исследование сталкивается с большими трудностями, по-
скольку такой эффективный отбор диаграмм, как в маргинальной раз-
мерности, в ме́ньших размерностях оказывается невозможным. Тем не
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менее, такой отбор возможен в размерности 4− ε, где ε ¿ 1. Но преж-
де, чем рассуждать о малых ε, надо придать смысл нашей процедуре в
нецелой размерности. Для этого заметим, что ряд теории возмущений
формулируется на диаграммном языке в пространстве произвольной
целой размерности d. А далее надо сделать аналитическое продолже-
ние, соответствующее каждой диаграмме, на пространство произволь-
ной размерности d. В результате мы получим ряд теории возмущений
в пространстве произвольной размерности.

Те же соображения, касающиеся аналитического продолжения, оста-
ются в силе и для ренорм-групповой процедуры. В пространстве d =
4− ε при ε > 0 интегралы, определяющие поправку к той или иной ве-
личине при элементарном шаге РГ-процедуры, будут уже не логариф-
мическими, а степенными, то есть будут пропорциональными некото-
рой отрицательной степени Λ′. Можно легко проверить, что если со-
хранить (при ε ¿ 1) главные по ε члены в выражениях для поправок
ко всем величинам (λ, a, b), то это сведется к тем же выражениям для
поправок, что и выше, если они выражаются через инвариантный за-
ряд g. Но только вместо выражения (4.27) для инвариантного заряда
g следует использовать следующее выражение

g =
n + 8

6
Sd

(2π)4
T

b2
λ(Λ′)−ε , (4.32)

где Sd – поверхность единичной сферы в пространстве размерности
d = 4− ε.

Переходя затем к уравнениям ренорм-группы, мы заключаем, что
РГ-уравнения (4.25,4.26,4.31) сохраняют свою форму, в то время как
вместо уравнения (4.24) из упомянутых уравнений и определения (4.32)
мы получаем для инвариантного заряда

dg

dξ
= εg − g2 . (4.33)

Это уравнение имеет фиксированную точку g = ε. Обратим внимание
на то, что эта фиксированная точка является устойчивой, и поэтому
g → ε при ξ → ∞. Подставляя g = ε в (4.25,4.26,4.31), мы получаем
решения для a, λ, b, которые ведут себя, как степени текущей обрезки
Λ′. В частности

a ∝ (T − Tc)(Λ′)(n+2)/(n+8)ε . (4.34)

Поскольку мы нашли g ≈ ε, то наша схема работает только при усло-
вии ε ¿ 1, то есть для размерности пространства d, близкой к d = 4.

Исследуем теперь критические индексы, введенные нами в лекции
2. Отметим, что приведенные там определения непосредственно обоб-
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щаются на пространство произвольной размерности d. Также в произ-
вольной размерности справедливы все приведенные в лекции 2 соот-
ношения между индексами, за исключением следующих

α = 2− dν , B ∼ T/rd−2
c .

В лекции 2 эти соотношения записаны для размерности пространства
d = 3.

Найдем критические индексы в главном приближении по ε. Напом-
ним определение индексов α и ν:

Csing ∝ |T − Tc|−α , rc ∝ |T − Tc|−ν , (4.35)

где Csing – сингулярный вклад в теплоемкость, а rc – критический
радиус. Величину rc можно найти, если сравнить два члена второ-
го порядка в (4.1), то есть потребовать br−2

c ∼ a, где коэффициенты
должны быть взяты при Λ′ ∼ r−1

c . В первом приближении по ε фактор
b может считаться константой, и мы получаем из (4.34) в первом по ε
приближении

ν =
1
2

+
ε

4
n + 2
n + 8

. (4.36)

Чтобы найти критический индекс α, мы должны использовать моди-
фикацию соотношения (4.23):

dF

dξ
∝ a2(Λ′)−ε . (4.37)

Подставляя сюда (4.34) и интегрируя по ξ до Λ′ ∼ r−1
c , мы находим

сингулярный вклад в свободную энергию

Fsing ∝ (T − Tc)2r(4−n)ε/(n+8)
c .

Беря теперь вторую производную по T и используя (4.36), мы находим

α =
4− n

2(n + 8)
ε . (4.38)

Разумеется, найденные значения удовлетворяют общему соотношению
α = 2− dν с точность до первого порядка по ε.

Далее, мы можем найти критический индекс γ, введенный соотно-
шением (2.38). Подставляя однородное h в формулу (2.37) и учитывая,
что интеграл по r в получившемся выражении садится на r ∼ rc, мы
получаем, учитывая соотношения (4.35,4.36)

γ = 1 +
n + 2

2(n + 8)
ε . (4.39)
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После этого из соотношения α + 2β + γ = 2, установленного в лекции
2, можно найти индекс β:

β =
1
2
− 3

2(n + 8)
ε .

Напомним, что мы ввели в лекции 2 индекс η (аномальный индекс
парной корреляционной функции параметра порядка), который опре-
деляется следующим образом:

G−1(q) ∝ q2−η , (4.40)

где qrc À 1. Определение (4.40) можно переписать следующим обра-
зом: b ∝ q−η. Индекс η можно найти из уравнения (4.31), если подста-
вить туда g = ε. Решая это уравнение и подставляя туда Λ′ = q, мы
находим

η =
n + 2

2(n + 8)2
ε2 . (4.41)

Этот индекс возникает только во втором порядке по ε.
Таким образом, мы приходим к утверждению о скейлинге, который

имеет место в пространстве размерности d = 4 − ε при любом нену-
левом ε. В принципе можно расширить приведенную схему, вычислив
члены более высокого порядка по ε в выражениях для критических
индексов. Затем можно попытаться экстраполировать полученные вы-
ражения на случай ε = 1. Конечно, разложение по ε является асимпто-
тическим, а само значение ε = 1 не является малым. Поэтому, вообще
говоря, ожидать большого успеха на этом пути не приходится. Тем не
менее, сравнение с экспериментом показывает, что критические индек-
сы, вычисленные во втором приближении по ε, неплохо соответствуют
наблюдаемым. (Выражения для всех критических индексов во втором
приближении по ε можно найти, например, в книге [14].)

Задачи
Задача 4.1

Найти длинноволновое поведение факторов λ и λ1, фигурирующих
в функционале Ландау

∫
d4r

{
b

2
(∇ϕ1)2 +

b

2
(∇ϕ2)2 +

λ

24
(ϕ2

1 + ϕ2
2)

2 +
λ1

24
(ϕ2

1 − ϕ2
2)

2

}
, (4.42)

в пространстве размерности d = 4.

Решение задачи 4.1
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Производя выделение быстрых компонент полей ϕ1 и ϕ2, как это
описано в тексте лекции, и производя по ним интегрирование, мы на-
ходим следующие ренорм-групповые уравнения

dλ

dξ
= − S4

(2π)4
T

b2

(
5
3
λ2 +

2
3
λλ1 +

2
3
λ2

1

)
, (4.43)

dλ1

dξ
= − S4

(2π)4
T

b2

(
2λλ1 + λ2

1

)
. (4.44)

Асимптотически при ξ → ∞ фактор λ1 становится много меньше λ.
В этом пределе мы возвращаемся к замкнутому РГ-уравнению на λ,
получающемуся из (4.43), которое приводит к тому же поведению g ≈
ξ−1 для инвариантного заряда

g =
5
3

S4

(2π)4
T

b2
λ .

В том же пределе РГ-уравнение (4.44) приводит к линейному уравне-
нию на λ1, решение которого с учетом g ≈ ξ−1 имеет вид λ1 ∝ g6/5 ∝
ξ−6/5. Этот закон показывает, что λ1 действительно стремится к нулю
быстрее, чем λ. Обратим внимание на тот замечательный факт, что
в пределе ξ →∞ повышается симметрия функционала Ландау (4.42),
так как в пренебрежение членом с λ1 он становится инвариантным
относительно вращений в пространстве ϕ1, ϕ2.

Задача 4.2
Найти длинноволновое поведение в точке фазового перехода фак-

торов λ2n, фигурирующих в функционале Ландау Fbas + Fhigh, где

Fbas =
∫

d4r

{
b

2
(∇ϕ)2 +

λ

24
(
ϕ2

)2
}

, (4.45)

Fhigh =
∫

d4r
∑
n>2

1
(2n)!

λ2nϕ2n , (4.46)

определенном для однокомпонентного параметра порядка в простран-
стве размерности d = 4.

Решение задачи 4.2
Как будет видно из ответа, факторы λ2n ренормируются логариф-

мически. Поэтому они не производят существенных (релевантных) чле-
нов в РГ-уравнении на λ, и мы по-прежнему остаемся с поведением
g ≈ ξ−1 для инвариантного заряда

g =
3
2

S4

(2π)4
T

b2
λ ,
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как это определяется (4.45). Переходим к анализу фактора λ6 (ко-
эффициента при ϕ6). РГ-уравнение для этой величины содержит в
правой части единственный член, который получается спариванием с
членом четвертого порядка:

dλ6

dξ
= −5gλ6 . (4.47)

Отсюда следует λ6 ∝ ξ−5 на больших ξ. Далее, РГ-уравнение для λ8

содержит уже два члена:

dλ8

dξ
= −28

3
gλ8 − 35

2
S4

(2π)4
T

b
λ2

6 . (4.48)

В соответствии с этим уравнением в λ8 имеется два вклада: однород-
ный, который возникает из ренормировки затравочного значения λ8,
и неоднородный, который навязывается вторым членом в правой ча-
сти (4.48). Однородный член пропорционален ξ−28/3, а неоднородный
пропорционален ξ−9. Таким образом, именно последний выживает в
длинноволновом пределе. РГ-уравнение для фактора λ2n при n > 4
записывается в следующем виде

dλ2n

dξ
= −1

3
n(2n− 1)gλ2n + . . . , (4.49)

где точки означают сумму членов, пропорциональных парным произ-
ведениям λ2mλ2n−2m+4, что обобщает структуру правой части (4.48).
Эти члены производят неоднородный вклад в λ2n, который превалиру-
ет в длинноволновом пределе. Поэтому мы получаем закон λ2n ∝ ξ7−4n

для всех факторов из (4.46). Отметим, что этот закон пропорциональ-
ности действует, начиная даже с n = 2, то есть начиная с λ, и далее
для всех λ2n.



Лекция 5

Слабая кристаллизация

Как известно, кристаллизация (переход из жидкого в твердое состоя-
ние) является обычно фазовым переходом первого рода. Тем не менее,
возможна ситуация, когда кристаллизация близка к непрерывному фа-
зовому переходу (переходу второго рода). Мы будем называть этот
случай слабой кристаллизацией. Слабая кристаллизация весьма редко
наблюдается в простых жидкостях, поскольку для ее реализации тре-
буется выполнение ряда условий (которые мы обсуждаем ниже). В то
же время слабая кристаллизация – обычное явление в жидкокристал-
лическом состоянии, когда речь идет о кристаллизации анизотропной
жидкости (нематика) или о кристаллизации фазы с одномерной моду-
ляцией плотности (смектика).

В окрестности слабо-кристаллизационного фазового перехода ве-
щество обладает рядом особенностей, напоминающих поведение веще-
ства вблизи точки фазового перехода второго рода. В то же время
флуктуационные эффекты в этих двух случаях имеют весьма раз-
ные свойства. Поэтому следует отдельно изучить слабую кристаллиза-
цию. Мы сосредоточимся на теории слабой кристаллизации изотроп-
ной жидкости. Несмотря на то, что эта задача является модельной, она
представляет несомненный методический интерес. Дело в том, что вся
развитая для этого случая теоретическая схема без особых изменений
переносится и на случай слабой кристаллизации в жидких кристаллах,
где она встречается сплошь и рядом. Обзор теории слабой кристалли-
зации можно найти в [27].

71
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5.1 Функционал Ландау
Теория слабой кристаллизации может быть построена в духе теории
фазовых переходов Ландау. Поэтому в первую очередь следует ввести
параметр порядка, связанный с этим переходом. В данном случае роль
параметра порядка играет следующая величина:

ϕ = ρshort/ρ. (5.1)

Здесь ρ – длинноволновая компонента плотности, а ρshort – ее корот-
коволновая компонента. По определению, поле ϕ содержит Фурье-
компоненты с волновыми векторами по порядку величины равными
обратному молекулярному размеру. В жидкой фазе среднее 〈ϕ〉 рав-
но нулю, в то время как в кристаллической фазе возникает ненулевое
среднее 〈ϕ〉, соответствующее периодической модуляции плотности с
периодом кристаллической решетки. Таким образом, поле ϕ действи-
тельно ведет себя, как параметр порядка.

Из определения (5.1) следует, что среднее значение 〈ϕ〉 опреде-
ляет относительную глубину модуляции коротковолновой плотности
массы в кристалле. Обычной (сильной) кристаллизации соответствует
возникновение 〈ϕ〉 ∼ 1. Среднее же, которое возникает вблизи слабо-
кристаллизационного фазового перехода, должно быть малым:

〈ϕ〉 ¿ 1 . (5.2)

При этом условии оказываются малыми (но не слабыми!) и флуктуа-
ции ϕ.

Как и при исследовании фазовых переходов второго рода, при тео-
ретическом исследовании слабой кристаллизации следует стартовать
с функционала Ландау FL(ϕ). Мы, как и раньше, будем удерживать
только несколько первых членов разложения, что оправдывается нера-
венством (5.2). Первые члены разложения F по ϕ имеют вид

F
V

=
∑

q

$(q)
2

ϕ(q)ϕ(−q)−
∑

q

µ(q1, q2, q3)
6

ϕ(q1)ϕ(q2)ϕ(q3)

+
∑

q

λ(q1, q2, q3, q4)
24

ϕ(q1)ϕ(q2)ϕ(q3)ϕ(q4) , (5.3)

где V – объем системы, и суммирование во втором и третьем члене
идет по волновым векторам, подчиненным условиям q1 + q2 + q3 =
0 и q1 + q2 + q3 + q4 = 0, соответственно. Линейный по ϕ член в
разложении (5.3) отсутствует, так как ϕ является коротко-волновым
полем, которое не содержит нулевой Фурье-гармоники.
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Так как поле ϕ является коротко-волновым, то коэффициенты раз-
ложения функционала Ландау F по ϕ существенно зависят от волно-
вых векторов поля ϕ. Коэффициент $ в (5.3) является функцией аб-
солютного значения q волнового вектора q. Мы будем рассматривать
случай, когда $(q) достигает минимума на некоторой сфере радиуса
q0 в обратном пространстве. При исследовании флуктуаций ϕ с волно-
выми векторами вблизи этой сферы можно разложить функцию $(q)
в ряд вблизи минимума, что дает

$(q) = a + b(q − q0)2 . (5.4)

Здесь коэффициенты a и b уже не содержат какой-либо зависимости
от q. Заметим, что a = $(q0).

Разложение (5.4) оправдано, если для характерного волнового век-
тора флуктуаций ϕ выполнено условие

|q − q0| ¿ q0 . (5.5)

В дальнейшем мы будем предполагать условие (5.5) выполненным (со-
ответствующий критерий будет приведен ниже). С учетом неравенства
(5.5) (q − q0)2 ≈ (q2 − q2

0)2/(4q2
0). Подставляя это соотношение в (5.4),

мы можем затем переписать член второго порядка в разложении функ-
ционала Ландау (5.3) в следующем “локальном” виде

F(2) =
∫

d3r

{
a

2
ϕ2 +

b

8q2
0

[
(∇2 + q2

0)ϕ
]2}

. (5.6)

При условии (5.5) коэффициент µ в (5.3) может считаться констан-
той, так как единственной возможностью для трех волновых векторов
в аргументе µ в силу q1 + q2 + q3 = 0 и |q1| = |q2| = |q3| = q0 явля-
ется их расположение вдоль ребер правильного треугольника. Такое
расположение не имеет степеней свободы, от которых может зависеть
µ. Предположим также, что выполняется условие λ = const. Это поз-
волит далеко продвинуться аналитически в исследовании слабой кри-
сталлизации, а также установить ее основные качественные особенно-
сти, имеющие место и при произвольной зависимости λ от волновых
векторов. При этих условиях (λ = const и µ = const) члены третьего и
четвертого порядка в функционале Ландау (5.3) приобретают следу-
ющую локальную форму

Fint =
∫

d3r

(
−µ

6
ϕ3 +

λ

24
ϕ4

)
. (5.7)

Фазовый переход, связанный с появлением 〈ϕ〉, имеет место при
уменьшении параметра a в (5.6). Из-за наличия кубического члена в
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разложении (5.7) этот переход является переходом первого рода [8].
Таким образом, для слабости кристаллизационного перехода необхо-
димо, чтобы коэффициент µ в разложении (5.7) был достаточно мал.
Это и дает дополнительное условие, при котором слабая кристалли-
зация может быть реализована. Поэтому можно ожидать, что слабая
кристаллизация будет реализовываться в окрестности изолированной
точки на P − T диаграмме системы, определяемой условиями a = 0 и
µ = 0. В этом смысле имеется аналогия с критической или трикрити-
ческой точками (окрестность последней изучена в лекции 3), которые
задаются двумя условиями.

Параметр a, введенный (5.4), меняет свой знак в окрестности точки
перехода. Следовательно в том случае, когда фазовый переход имеет
место при изменении температуры, для этого параметра можно ис-
пользовать следующее выражение

a = α(T − T∗). (5.8)

Здесь α – некоторая константа, а T∗ – температура, при которой пара-
метр a обращается в ноль. Так как рассматриваемый переход является
переходом первого рода, то T∗ не совпадает с температурой кристалли-
зации, хотя и близка к ней (для слабо-кристаллизационного перехода).

Вообще говоря, среднее 〈ϕ〉 содержит бесконечный набор Фурье-
гармоник. Однако при условии (5.2) среди этого бесконечного чис-
ла можно выделить конечный набор основных (ведущих) гармоник,
которые будут иметь амплитуду, намного превышающую амплитуды
остальных гармоник. В дальнейшем мы будем удерживать в 〈ϕ〉 толь-
ко эти ведущие гармоники:

〈ϕ〉 = 2Re
∑

j

cj exp(iqjr) . (5.9)

Здесь cj – (комплексные) коэффициенты, а qj – набор волновых векто-
ров, характеризующих основные гармоники. По абсолютной величине
qj близки к q0, что также является следствием слабости кристалли-
зационного перехода. Действительно, в силу (5.4) вклад второго по-
рядка в (5.3) достигает минимума при |qj | = q0, и это условие слабо
нарушается за счет высших членов разложения F из-за малости ϕ. В
дальнейшем мы пренебрегаем отличием |qj | от q0.

При слабокристаллизационном переходе могут возникать разнооб-
разные низкотемпературные фазы. Их естественно классифицировать
в рамках представлений точечных групп симметрии. Если низкотем-
пературная фаза обладает той или иной симметрией, то среднее 〈ϕ〉
не должно меняться при преобразованиях этой группы. Другими сло-
вами, набор qj должен оставаться неизменным, а коэффициенты cj
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должны переходить друг в друга. Поэтому естественно ожидать, что
их абсолютные значения равны между собой. Именно такой случай
имеется в виду далее.

Приведем примеры фаз, которые могут возникать в результате сла-
бокристаллизационного фазового перехода (точнее, каскада таких пе-
реходов). В простейшем случае в наборе qj имеется только один век-
тор, и, соответственно, имеется только одно слагаемое в (5.9). Это
означает, что возникает одномерная (в одном направлении) модуля-
ция плотности:

〈ϕ〉 = 2
√

A cos (φ + q0z) . (5.10)

Здесь ось Z выбрана вдоль направления модуляции плотности, а A и
φ определяют амплитуду и фазу модуляции плотности. Фаза с такой
модуляцией называется смектической, точнее, эта модуляция соответ-
ствует смектику-A (мы будем обозначать такую фазу SA). Смекти-
ческие фазы часто встречаются в жидкокристаллическом состоянии.
Следующей по сложности является фаза, когда набор qj состоит из
трех векторов, составляющих правильный треугольник. В этом случае
возникает двумерная модуляция плотности, точечная симметрия кото-
рой определяется осью шестого порядка (перпендикулярной к плоско-
сти, в которой лежат qj). Мы будем обозначать эту фазу Dh. Фазы та-
кой симметрии часто возникают в жидкокристаллическом состоянии,
где они называются колончатыми, так как состоят из колонок дис-
кообразных молекул. Простой кубической фазе соответствует набор
трех волновых векторов qj , направленных вдоль ребер куба. Объемо-
центрированной кубической фазе (BCC) соответствует набор шести qj ,
являющихся диагоналями некоторого куба. Возможны и более слож-
ные кристаллические структуры. Кроме того, следует принимать во
внимание и квазикристаллические фазы, не имеющие строгой пери-
одической структуры. Например, такой фазе соответствует набор qj ,
составляющих ребра икосаэдра (такого сорта симметрия наблюдается
у некоторых веществ экспериментально). Можно представить себе и
более простую непериодическую структуру, скажем, набор qj , состав-
ляющих правильный пятиугольник.

В принципе, надо перебрать все возможные точечные симметрии,
вычислить соответствующие им значения свободной энергии и найти
ее абсолютный минимум. Такая задача никем не решена, поскольку
она требует перебора бесконечного количества вариантов. Тем не ме-
нее, можно достаточно уверенно предсказать характер фазовой диа-
граммы системы, исходя из полуколичественных соображений, осно-
ванных на анализе функционала Ландау и флуктуационных эффек-
тов.

Изучим сначала слабую кристаллизацию в приближении среднего
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поля. Тогда мы должны найти минимум функционала Ландау по ϕ,
который и определит среднее значение параметра порядка 〈ϕ〉. Ясно,
что при условиях µ = const и λ = const минимум функционала Ландау
относительно вариаций волновых векторов достигается при волновых
векторах q = q0, то есть только такие основные гармоники содержатся
в среднем 〈ϕ〉.

Рассмотрим сначала члены второго и четвертого порядков в (5.3).
Подставим туда выражение (5.9), считая (в соответствии со сказанным
выше), что все cj имеют одинаковую абсолютную величину

√
A. Тогда

мы находим

F/V = aNA +
λ

2
(N2 −N/2)A2 , (5.11)

где N – число слагаемых в (5.9). При выводе (5.11) мы предполага-
ли, что среди волновых векторов qj нет четверок, из которых можно
составить четырехугольник (иначе в функционале Ландау F появи-
лись бы дополнительные члены). Среди перечисленных фаз ни одна
не обладает такими четверками, поэтому ниже мы игнорируем такую
возможность. Минимизируя (5.11) по A, мы получаем (при условии,
что a < 0) F/V = −a2N/[λ(2N − 1)]. Очевидно, что для целых N
минимум этого выражения достигается при N = 1. Поэтому при до-
статочно больших по абсолютной величине отрицательных значениях
a всегда реализуется смектическая (SA) фаза, где в наборе qj имеется
единственный вектор.

При умеренных a вступает в игру кубический член в (5.3), кото-
рый стремится плодить тройки векторов, составляющих правильные
треугольники (так как только на таких конфигурациях этот член тре-
тьего порядка отличен от нуля). В результате компромисса между дву-
мя этими тенденциями при повышении температуры возникает каскад
фазовых переходов (при µ = const и λ = const)

SA−Dh −BCC − I , (5.12)

где I означает изотропную (жидкую) фазу. Для обеих промежуточ-
ных фаз (Dh и BCC) наборы qj содержат тройки, составляющие за-
мкнутые треугольники. Довольно много таких троек и в наборе qj ,
направленных вдоль ребер икосаэдра. Но в случае λ = const энергия
соответствующей квазикристаллической фазы всегда оказывается вы-
ше, чем энергии фаз, перечисленных в (5.12). Не исключено, впрочем,
что икосаэдрическая фаза реализуется на фазовой диаграмме системы
в случае более сложной зависимости λ от волновых векторов.
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5.2 Флуктуационные эффекты

Теперь мы переходим к исследованию флуктуаций параметра поряд-
ка, функция распределения вероятности которого определяется, как и
раньше, выражением (1.3). Отметим, что, скажем, неприводимая пар-
ная корреляционная функция параметра порядка

G(r1, r2) = 〈ϕ(r1)ϕ(r2)〉 − 〈ϕ(r1)〉〈ϕ(r2)〉 (5.13)

в низкотемпературной фазе (фазах) зависит, вообще говоря, не только
от разности координат r1 − r2, но от обоих аргументов. Дело в том,
что такая фаза в силу зависимости 〈ϕ〉 от координат является неод-
нородной. Поэтому и в Фурье-представлении парная корреляционная
функция зависит от двух волновых векторов. То же справедливо и для
корреляционных функций произвольного порядка: в силу неоднород-
ности системы они зависят от всех своих аргументов.

Как и в лекции 2, для корреляционных функций параметра поряд-
ка можно сформулировать теорию возмущений. В ряду теории воз-
мущений будут теперь фигурировать член третьего и четвертого по-
рядка, приведенные в (5.3) или (5.7). Соответственно, в диаграммном
ряду будут фигурировать вершины третьего порядка (которым сопо-
ставляется фактор µ) и вершины четвертого порядка (которым сопо-
ставляется фактор λ). Затравочные значения корреляционных функ-
ций определяются членом второго порядка (5.6). Как и раньше, в диа-
граммном ряду для корреляционной функции (5.13) можно выделить
“собственно-энергетические” блоки (которые нельзя разрезать по од-
ной линии), которые собираются в “собственно-энергетическую” функ-
цию Σ. Поскольку функция G зависит от обоих аргументов, то связь
между G и Σ удобнее выписать в r-представлении:

[
a + b

(∇2 + q2
0

)2
/4q2

0

]
G(r, r1)

−
∫

d3r2Σ(r, r2)G(r2, r1) = Tδ(r − r1) , (5.14)

где явный вид дифференциального оператора может быть извлечен из
(5.6).

Затравочное значение G0 корреляционной функции (5.13) получа-
ется, если положить в (5.14) Σ = 0. Ясно, что G0 зависит только от
разности r − r1. В Фурье-представлении выражение для затравочной
функции G0 имеет вид

G0(q) =
T

a + b(q − q0)2
. (5.15)
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Рис. 5.1: Однопетлевой вклад в Σ.

Здесь мы опять использовали неравенство (5.5). Отметим, что в r-
представлении функция G0 является быстро осциллирующей функци-
ей r:

G0(r) =
Tq0

2πr
√

ab
sin(q0r) exp

(
−

√
a

b
r

)
. (5.16)

При вычислении (5.16) мы считали, что интеграл по q определяется
узкой окрестностью сферы q = q0.

Оказывается, в теории слабой кристаллизации главным прибли-
жением для Σ является однопетлевое (на диаграммном языке) [28].
В этом приближении Σ определяется суммой диаграмм, представлен-
ных на рисунке 5.1. На этом рисунке пустой круг (тройная вершина)
соответствует фактору µ, а заполненный круг (четверная вершина) –
фактору λ. Петля на этом рисунке соответствуют парной корреляци-
онной функции (5.13), а линии со свободными концами соответствуют
среднему 〈ϕ〉. Приведенное диаграммное представление легко может
быть переписано аналитически для случая λ = const. Принимая во
внимание, что также µ = const, мы находим

Σ(r, r1) =
[
µ〈ϕ(r)〉 − λ

2
〈ϕ(r)〉2 − λ

2
G(r, r)

]
δ(r − r1) (5.17)

Введем обозначение ∆ для следующей комбинации

∆ = a + λ〈ϕ(r)〉2/2 + λG(r, r)/2, (5.18)

где линия над функцией координат означает пространственное сред-
нее. Другими словами, линия над функцией означает, что в ней на-
до оставить только нулевую Фурье-гармонику, а остальные отбросить.
Подставляя (5.18) в соотношение (5.14), мы находим

[
∆ +

b

4q2
0

(∇2 + q2
0)2 −Θ(r)

]
G(r, r1) = Tδ(r − r1). (5.19)

Здесь Θ означает совокупность членов, дающих ноль при простран-
ственном усреднении: Θ(r) = 0. Пренебрежем сначала членом с Θ в
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(5.19). В этом приближении функция G зависит только от разности
координат r − r1. Тогда в Фурье-представлении мы находим

G(q) =
T

∆ + b(q − q0)2
. (5.20)

Это выражение отличается от (5.15) заменой a → ∆. Мы будем назы-
вать величину ∆ щелью, что оправдывается формой функции (5.20).

Вычислим теперь одноточечную корреляционную функцию G(r, r),
входящую в уравнение (5.17):

G(r, r) =
∫

d3q

(2π)3
G(q) = Tq2

0/2π(b∆)1/2. (5.21)

Здесь мы, использовав неравенство (5.5), ограничились интегрирова-
нием по окрестности сферы |q| = q0 в обратном пространстве. Под-
ставляя выражение (5.21) в (5.18), мы получаем следующее уравнение
для щели

∆ = a + λ〈ϕ(r)〉2/2 + β∆−1/2, (5.22)

где
β = λTq2

0/4πb1/2 . (5.23)

Первые два члена в правой части (5.22) являются среднеполевыми
вкладами, в то время как последний член возникает благодаря флук-
туациям.

Используя (5.20), мы можем оценить характерное отклонение q от
q0 в интеграле (5.21):

|q − q0| ∼ (∆/b)1/2 . (5.24)

Следовательно для того, чтобы условие (5.5) выполнялось, необходимо
выполнение неравенства

∆ ¿ bq2
0 . (5.25)

Оценивая теперь связанные с членом Θ в (5.19) поправки, мы убеж-
дается что они малы по параметру ∆/(bq2

0). Поэтому член с Θ в (5.19)
можно отбросить.

Заметим, что для жидкой (изотропной) фазы, где 〈ϕ〉 = 0, соот-
ношение (5.22) является замкнутым уравнением для щели ∆: ∆ =
a+β∆−1/2. В отличие от того, что имеет место для фазовых переходов
второго рода, при a → 0 решение этого уравнения остается конечным,
давая значение порядка

∆ ∼ (λ2T 2q4
0/b)1/3. (5.26)
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Более того, уравнение на щель ∆ имеет решение для произвольного
отрицательного значения a. Другими словами, флуктуационные эф-
фекты оказываются столь сильными, что они стабилизируют жидкую
фазу (точнее, делают ее метастабильной) даже при a < 0. Столь суще-
ственная роль флуктуаций связана с их большим фазовым объемом,
который включает в себя окрестность целой сферы q = q0 в обратном
пространстве. Для сравнения, фазовый объем флуктуаций параметра
порядка вблизи перехода второго рода определяется узкой окрестно-
стью начала координат в обратном пространстве.

Парадоксальным образом, в рамках теории слабой кристаллиза-
ции большая сила флуктуаций сочетается с простым однопетлевым
приближением (что значительно облегчает анализ). Причина этого за-
ключается в том, что в многопетлевых диаграммах невозможно обес-
печить близость всех волновых векторов к q0. Поэтому имеется толь-
ко малая область, когда все qj по абсолютной величине близки к q0,
и потому при интегрировании по qj многопетлевая диаграмма при-
обретает по сравнению с соответствующей однопетлевой диаграммой
малость, которая определяется некоторой степенью малого параметра
∆/(bq2

0). Подчеркнем, что это свойство связано именно с коротковол-
новым характером флуктуаций ϕ, волновые вектора которых близки
к q0 (для обычных фазовых переходов второго рода никакого аналога
этого свойства нет).

5.3 Фазовая диаграмма
Как мы уже объяснили, при понижении температуры могут возникать
различные по симметрии фазы. Чтобы определить, какая из фаз реа-
лизуется при данных значениях a и µ, необходимо вычислить их сво-
бодные энергии и найти наименьшую из них. Оказывается, в рамках
теории слабой кристаллизации (с учетом флуктуаций) удобнее иметь
дело не с самими значениями свободной энергии, а с разностями зна-
чений свободной энергии для различных фаз. Поскольку изотропная
(жидкая) фаза существует при произвольных значениях a и µ, то ее
можно использовать, как реперную, то есть отсчитывать от ее энергии
значения энергии всех остальных фаз.

Чтобы сравнивать между собой энергии различных фаз, мы долж-
ны стартовать с определения свободной энергии

exp
(
−F

T

)
=

∫
Dϕ exp

(
−F

T

)
. (5.27)

Это соотношение справедливо для любой фазы. Более того, можно
зафиксировать произвольное среднее 〈ϕ〉 и найти соответствующую
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этому среднему свободную энергию. А затем можно найти разность
энергий различных фаз, постепенно трансформируя 〈ϕ〉. Это соответ-
ствует эволюции состояния системы, вызванной изменением (коротко-
волнового) “внешнего поля” h (тогда в функционал Ландау следует
добавить член − ∫

d3r hϕ), причем h = 0 в начале и в конце процесса
(так как начальное и конечное состояния соответствуют локальным
минимумам свободной энергии).

Чтобы выполнить эту программу, мы подставляем декомпозицию
ϕ = 〈ϕ〉 + ϕ̃ (где ϕ̃ описывает флуктуации параметра порядка около
среднего значения) в (5.7,5.6) и находим, удерживая в F − ∫

d3r hϕ
только существенные члены (второго порядка по ϕ̃), вклад

F(〈ϕ〉) +
∫

d3r

{
a

2
ϕ̃2 +

b

8q2
0

[
(∇2 + q2

0)ϕ̃
]2

+
λ

2
NAϕ̃2 +

λ

24
ϕ̃4

}
, (5.28)

соответствующий однопетлевому приближению. Здесь мы считаем, что
среднее задается суммой (5.9), в которой имеются N слагаемых и где
все cj совпадают по абсолютной величине: |cj |2 = A. Тогда вклад
F(〈ϕ〉), который определяется средним значением ϕ, является функци-
ей A. Эта функция определяется (5.11) (при тех же предположениях,
то есть если среди волновых векторов qj нет четверок, из которых
можно составить четырехугольник).

Теперь мы можем получить из (5.28) выражение для парной корре-
ляционной функции флуктуаций ϕ̃, которая в главном приближении
совпадает с (5.20), где щель ∆ удовлетворяет уравнению (5.22). Под-
ставляя в это уравнение (5.9) и производя усреднение по пространству,
мы находим

∆ = a + λNA + β∆−1/2 . (5.29)

Далее, можно найти выражение для dF/dA, беря производную от со-
отношения (5.27):

dF

dA
=

d

dA
F(〈ϕ〉) +

Nβ√
∆

V , (5.30)

где мы подставили выражение для 〈(ϕ̃)2〉 следующее из (5.20).
Разумеется, для стабильной (или, более точно, метастабильной фа-

зы) производная dF/dA должна быть равна нулю в силу того, что
такая фаза соответствует локальному минимуму F . Поэтому для ме-
тастабильных фаз мы находим из (5.30) следующее условие

aN + λ(N2 −N/2)A +
βN√

∆
= 0 , (5.31)

связывающее амплитуду A со значением щели ∆. Уравнение (5.31)
вместе с (5.29) определяют величины A и ∆ для данной фазы.
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Наряду с этим, выражение (5.30) формально определяет производ-
ную dF/dA для произвольного A и, следовательно, мы можем найти
разность энергий данной фазы и жидкой фазы (где A = 0) в виде
следующего интеграла

F − Fliq = F(〈ϕ〉) +

A∫

0

dA
βN√

∆
. (5.32)

При этом подразумевается, что щель ∆ связана с A соотношением
(5.29). Выражая из него dA через d∆ и подставляя результат в (5.32),
мы получаем

F − Fliq = F(〈ϕ〉) +
2β

λ
(
√

∆−
√

∆0)− β2

2λ

(
∆−1 −∆−1

0

)
, (5.33)

где индекс 0 относится к величине щели в жидкой фазе. Затем, ис-
пользуя (5.33), можно найти разность энергий для двух произвольных
фаз.

Поскольку стабильная фаза соответствует абсолютному минимуму
свободной энергии, фазовый переход происходит тогда, когда энер-
гия некоторой фазы сравнивается с энергией фазы, которая была до
сих пор стабильной. Таким образом, точку фазового перехода мож-
но найти, приравнивая нулю разность энергий фаз, найденную в ре-
зультате описанной выше процедуры. Все фазовые переходы, найден-
ные таким образом, будут фазовыми переходами первого рода. При-
ведем результаты анализа, основанного на приведенных соображени-
ях. Флуктуации приводят к модификации каскада (5.12), найденно-
го в приближении среднего поля. Фазовая диаграмма, которая полу-
чается с учетом флуктуаций, приведена на рисунке 5.2. При малых
µ, µ . (λ5T 2q4

0/b)1/6, при изменении a имеет место прямой переход
I → SA из жидкой в смектическую фазу. В соответствии со сказан-
ным выше, этот переход является переходом первого рода при произ-
вольном µ, хотя он и приближается у непрерывному в теории среднего
поля при µ → 0. При увеличении µ (когда картина постепенно прибли-
жается к среднеполевой) на фазовой диаграмме сначала появляется
Dh-фаза, а затем и BCC-фаза, и тем самым восстанавливается каскад
(5.12).

Задачи
Задача 5.1

Считая µ = 0, найти точку окончания amax существования (мета-
стабильной) смектической фазы.
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Рис. 5.2: Фазовая диаграмма системы при λ = const, µ = const.
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Решение задачи 5.1
Соотношения (5.22,5.31) для смектика (N = 1) дают

∆ = a + λA +
β

∆1/2
,

a +
λA

2
+

β

∆1/2
= 0 .

Исключая отсюда A, мы находим

a = −(∆ + β/
√

∆) .

Выражение в скобках в этом выражении достигает минимума при

∆ = β2/3/22/3 ,

как раз и дающему точку окончания существования метастабильной
смектической фазы. Соответствующее значение a равно

amax = −3β2/3/22/3 .

Можно также найти значение A, соответствующее точке окончания

λA = 21/3β2/3 .

Задача 5.2
Считая µ = 0, найти значение a, при котором происходит фазовый

переход жидкость-смектик. Флуктуации ϕ должны быть приняты во
внимание.

Решение задачи 5.2
Функционал Ландау для рассматриваемого случая имеет вид

F =
∫

d3r

{
a

2
ϕ2 +

b

8q2
0

[
(∇2 + q2

0)ϕ
]2

+
λ

24
ϕ4

}
. (5.34)

〈ϕ〉 = 2
√

A cos(q0z) . (5.35)

Уравнения для щели в жидкой фазе ∆0 и в смектической фазе ∆
имеют вид

∆0 = a +
β√
∆0

, (5.36)

∆ = a + λA +
β√
∆

. (5.37)
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Условие dF/dA = 0 дает

a +
λA

2
+

β√
∆

= 0 , (5.38)

∆ = −a− β√
∆

, (5.39)

где учтено соотношение (5.37). Условие, следующее из равенства энер-
гий фаз

Fsm − Fliq = F(〈ϕ〉) +
2β

λ
(
√

∆−
√

∆0)− β2

2λ

(
∆−1 −∆−1

0

)
= 0 , (5.40)

может быть переписано, как
√

∆ +
√

∆0 = −3
β

a
. (5.41)

Заметим, что в силу F(〈ϕ〉) < 0 мы находим из (5.40) что ∆ > ∆0.
Введем обозначения

x =
√

∆0

β1/3
, y =

√
∆

β1/3
. (5.42)

Тогда мы получаем из (5.41)

a = −3β2/3

x + y
. (5.43)

Подставляя (5.43) в (5.36,5.39), мы находим

x2 = − 3
x + y

+
1
x

, (5.44)

y2 =
3

x + y
− 1

y
. (5.45)

Из системы (5.44,5.45) можно получить соотношение

x4 − 2x3y − 2xy3 + y4 = 0 .

Оно сводится к квадратному уравнению для ξ + ξ−1 где ξ = y/x. Беря
положительный корень этого квадратного уравнения, мы находим

ξ2 − (
√

3 + 1)ξ + 1 = 0 .

Вспоминая, что ξ > 1 (так как ∆ > ∆0) мы получаем

ξ =
1 +

√
3

2
+

√√
3

2
. (5.46)
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Далее, мы получаем из (5.44)

(x + y)3 = (1 + ξ)2(ξ − 2) = 21/233/4 .

И, наконец, мы находим из (5.43)

a = −33/42−1/6β2/3 . (5.47)



Лекция 6

Флуктуации в смектиках

Смектические фазы (смектики) широко представлены в жидкокри-
сталлическом состоянии вещества. Напомним, что жидкокристалли-
ческое состояние реализуется в веществах, состоящих из вытянутых
или дискообразных молекул, причем смектические фазы возникают на
фазовоц диаграмме веществ, состоящих из молекул вытянутой формы
(как правило, это органические молекулы, построенные из несколь-
ких блоков, последовательно соединенных между собой). Смектики
характеризуются одномерной модуляцией плотности, что делает их
свойства промежуточными между жидкостями и кристаллами (в по-
следнем случае модуляция плотности является трехмерной). Смекти-
ки можно представлять себе, как систему слоев, каждый из которых
является двумерной жидкостью. Поэтому слои могут проскальзывать
друг относительно друга, так что сдвиговый модуль упругости в смек-
тике отсутствует. В то же время система обладает упругостью по от-
ношению к сжатию в направлении, перпендикулярном к слоям (имен-
но в этом направлении модулирована плотность). Имеются различные
смектические фазы, которые отличаются друг от друга симметрией
смектических слоев. Мы будем рассматривать простейший случай, ко-
гда смектические слои являются изотропными (такие смектики назы-
вают смектиками-A).

В силу отсутствия сдвигового модуля смектик довольно легко де-
формируется при приложении внешней силы. По той же причине в
смектике оказываются весьма “мягкими” флуктуации смектических
слоев. Точнее, являются мягкими их изгибные флуктуации, посколь-
ку они не связаны со сжатием слоев. Эта мягкость приводит к тому,
что даже относительно небольшие изгибные флуктуации, возбуждае-
мые за счет теплового движения, существенно влияют на макроскопи-
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ческие характеристики смектика. Этим смектики сильно отличаются
от кристаллов, где длинноволновые упругие флуктуации (звуковые
волны), возбуждаемые за счет теплового движения, не влияют суще-
ственно на макроскопические свойства вещества. В настоящей лекции
мы разберем роль длинноволновых тепловых флуктуаций, связанных
с деформацией смектических слоев, в физике смектических фаз. Под-
черкнем, что, в отличие от предыдущих лекций, мы не будем здесь
предполагать, что система находится вблизи какой-либо точки фазо-
вого перехода: наше рассмотрение относится к любой смектической
фазе вне зависимости от ее температуры.

6.1 Функционал Ландау
Как мы уже отмечали в лекции 5, параметром порядка для перехода из
жидкой в смектическую фазу является глубина модуляции плотности
(5.1). В смектической фазе флуктуациями модуля параметра порядка
можно пренебречь также, как можно пренебречь флуктуациями моду-
ля параметра порядка в низкотемпературной фазе, которая возникает
в результате фазового перехода второго рода. Но мы уже знаем, что
у многокомпонентного параметра порядка в низкотемпературной фа-
зе остаются мягкие степени свободы (например, угол поворота двух-
компонентного параметра порядка). Точно также в смектической фазе
у параметра порядка остаются мягкие степени свободы, которые как
раз и связаны с длинноволновыми деформациями системы смектиче-
ских слоев. Эти деформации, как и в кристалле, следует описывать
в терминах смещения u от равновесного положения. Но в отличие от
кристалла, где смещение является вектором, в смектике u является
скаляром, так как смещение смектического слоя можно ввести только
в направлении, перпендикулярном этому слою.

В основном состоянии (которое соответствует минимуму свободной
энергии) смектические слои параллельны и эквидистантны. Направим
ось Z перпендикулярно равновесным смектическим слоям, тогда u бу-
дет смещением слоев вдоль этой оси. Энергия смектика не может ме-
няться при преобразовании u → u+const (что соответствует смещению
смектика, как целого). Поэтому (как и в кристалле) энергия зависит от
градиента u. В квадратичном приближении главный вклад в упругую
энергию смектика имеет вид

Fel =
∫

d3r
B

2
(∂zu)2 . (6.1)

Эта энергия связана с сжатием (растяжением) смектических слоев,
то есть B – модуль сжатия. Модуль сдвига, как мы уже отмечали,
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в смектиках отсутствует. Тем не менее, при исследовании проблем,
связанных с упругостью смектиков, необходимо принять во внимание
вклад в энергию, содержащий производные от u по x, y, так как иначе
задача будет плохо определена. Основным таким вкладом является
член, содержащий бо́льшую степень градиента, чем (6.1):

FK =
∫

d3r
K

2
(∇2u)2 . (6.2)

Здесь K – еще один модуль упругости. Вклады второго порядка (6.1,6.2)
вместе уже корректно определяют линейную теорию упругости смек-
тика.

Свяжем теперь смещение u с параметром порядка ϕ (модуляцией
плотности), точнее, с его средним по коротковолновым флуктуациям.
Выражение для среднего значения параметра порядка в смектической
фазе обсуждалось в лекции 5: 〈ϕ〉 ∝ cos(φ0 + q0z), где φ0 – некоторая
константа. Приведенное выражение относится к основному состоянию,
в котором энергия достигает минимума. Для деформированного состо-
яния смектика мы можем записать

ϕ(r) = c cos(φ) , (6.3)

где c и φ – некоторые функции r. Абсолютная величина параметра
порядка на больших масштабах “замерзает”, так что c в соотношении
(6.3) можно считать константой, а флуктуации смектических слоев
описываются переменной φ. Заметим, что условие φ = 2πn (где n – це-
лое число) задает максимумы плотности, то есть определяет положе-
ние смектических слоев. В основном состоянии φ = q0z + φ0, что соот-
ветствует эквидистантным слоям, перпендикулярным оси Z, с толщи-
ной слоя 2π/q0. В деформированном состоянии смектика максимумы
плотности сдвигаются, так что

φ = q0[z − u(r)] , (6.4)

где u – введенное нами выше поле смещения смектических слоев.
Строго говоря, представление (6.3) справедливо только для случая

слабой кристаллизации, когда модуляция плотности мала по сравне-
нию со средней плотностью. В общем случае модуляция плотности в
основном состоянии является периодической функцией (которую мож-
но разложить в ряд Фурье). В деформированном же состоянии

ϕ(r) =
∞∑

n=0

cn cos(φn) , (6.5)

где cn – некоторые константы, а φn – функции координат. Если мы
интересуемся длинноволновыми деформациями, то за счет того, что
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разные гармоники завязаны между собой, мы имеем φn = nφ+ θn, где
θn – новый набор констант. Таким образом, и в общем случае фактор φ
полностью определяет деформированное состояние смектика. Поэтому
дальнейшее рассмотрение не зависит от глубины модуляции плотности
смектика.

Заметим, что состояние смектика, заданное в терминах переменной
φ, не предполагает введения какой-либо выделенной оси (что требова-
лось для определения смещения u). Поэтому имеет смысл переписать
упругую энергию смектика через φ, имея в виду, что эта энергия долж-
на быть явно вращательно инвариантной. Кроме того, энергия должна
быть инвариантна относительно преобразования φ → φ+const, так как
сдвиг фазы в (6.3) не изменяет макроскопическое состояние смекти-
ка. Поэтому энергия может зависеть только от градиента φ. Далее, в
равновесии градиент ∇φ отличен от нуля, по абсолютной величине он
равен q0. И, наконец, при малых смещениях u энергия смектика долж-
на переходить в (6.1,6.2). Исходя из этих соображений, мы находим

FB =
∫

d3r
B

8
[
q−2
0 (∇φ)2 − 1

]2
, (6.6)

FK =
∫

d3r
K

2
q−2
0 (∇2φ)2 . (6.7)

Выражение (6.7) является простым переписыванием (6.2), в то время
как (6.6) содержит в себе нечто новое по сравнению с (6.1). А именно,
подставляя выражение (6.4) в (6.6), мы получаем

FB =
∫

d3r
B

2

[
∂zu− 1

2
(∇u)2

]2

. (6.8)

Здесь наряду с членом второго порядка (6.1) содержатся также члены
третьего и четвертого по u порядка, которые определяются тем же
модулем упругости B. Подчеркнем еще раз, что только полная сумма
(6.8) обладает вращательной инвариантностью, которой не обладает
каждое из этих слагаемых по отдельности.

6.2 Структурный фактор

Теперь мы приступаем к изучению роли флуктуаций смектических
слоев. Как обычно, мы стартуем с описания в рамках квадратичного
вклада в функционал Ландау, который для смектиков определяется
(6.1,6.2), а затем примем во внимание взаимодействие флуктуаций,
которое описывается вкладами третьего и четвертого порядка в (6.8).
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Объектом нашего изучения будут корреляционные функции смещения
u. Парную корреляционную функцию мы будем обозначать G:

G(r) = 〈u(r)u(0)〉 . (6.9)

Здесь угловые скобки означают усреднение с функцией распределения
вероятности ∝ exp(−FB/T −FK/T ). Мы будем интересоваться также
корреляционными функциями модуляции плотности (6.3), которые мо-
гут наблюдаться в экспериментах по нейтронному или рентгеновскому
рассеянию на веществе.

Затравочное значение парной корреляционной функции (6.9), по-
лучающееся из (6.1,6.2), в Фурье-представлении имеет вид

G0(q) =
T

Bq2
z + Kq4

. (6.10)

Нетрудно проверить, что интеграл

G0(r) =
∫

d3q

(2π)3
exp(iqr)

T

Bq2
z + Kq4

(6.11)

расходится (логарифмически) при малых q и зависит, следовательно,
от размера системы L: G0 ≈ (4π

√
BK)−1 ln(L/r). Вычислим следую-

щую разность (от размера не зависящую)

G0(0)−G0(r) =
∫

d3q

(2π)3
T (1− eiqr)
Bq2

z + Kq4
' T

4π
√

BK
ξ , (6.12)

где

ξ = ln max

[
Λr⊥, Λ

(
K

B

)1/4 √
|z|

]
, r⊥ =

√
x2 + y2 , (6.13)

и Λ – обрезка. В силу анизотропии смектика следует уточнить опре-
деление обрезки: это предельный волновой вектор в плоскости X −Y .
Отметим также, что при вычислении (6.12) мы учли, что характерное
значение qz ∼ K1/2B−1/2q2

⊥ в интеграле много меньше, чем

q⊥ =
√

q2
x + q2

y .

Поэтому в подынтегральном выражении q можно заменить на q⊥. Это
сразу позволяет разделить интегрирование по qz и q⊥.

Рассмотрим роль длинноволновых упругих флуктуаций смектика
в формировании корреляционных функций модуляции плотности ϕ.
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Если пренебречь самодействием u, то есть принять во внимание толь-
ко члены (6.1,6.2) в разложении Ландау, то вычисление корреляцион-
ных функций (6.3) сводится к Гауссовым интегралам и может быть
проделано явно. Среднее значение модуляции в соответствии с (6.3)
определяется следующим выражением

〈cos φ〉0 = cos(q0z) exp
(
−1

2
q2
0〈u2〉0

)
. (6.14)

Так как величина 〈u2〉0 = G0(r = 0) логарифмически зависит от раз-
мера системы, то среднее значение ϕ при увеличении размера системы
L стремится к нулю (правда, довольно медленно, как некоторая сте-
пень L). Можно сказать, что флуктуации u размывают модуляцию
плотности в смектиках.

Вычислим теперь (в тех же предположениях) парную корреляцион-
ную функцию ϕ, которую обычно называют структурным фактором:
S(r) = 〈ϕ(r)ϕ(0)〉. В соответствии с выражением (6.3) структурный
фактор пропорционален

S(r) ∝ 〈cosφ(r) cos φ(0)〉0 .

Расписывая здесь произведение косинусов через косинусы разности и
суммы и усредняя каждый из них (средним от второго можно прене-
бречь), мы находим

S(r) ∝ cos(q0z) exp
{−q2

0 [G0(0)−G0(r)]
} ∝ r−ζ

⊥ cos(q0z) , (6.15)

где

ζ =
Tq2

0

4π
√

BK
. (6.16)

Закон пропорциональности ∝ r−ζ
⊥ является следствием (6.12), он спра-

ведлив при условии r2
⊥ À |z|

√
K/B. Таким образом, флуктуации рас-

страивают чисто периодический характер корреляций, который на-
блюдался бы в теории среднего поля.

Выше при анализе структурного фактора мы принимали во внима-
ние только первый член ряда (6.5). Вообще говоря, следующие члены
этого ряда также дают вклады в структурный фактор. Эти вклады
должны наблюдаться в виде высших гармоник ∝ cos(nq0z) в S(r). От-
метим, что флуктуационное подавление факторов при cos(nq0z) в S(r)
оказывается еще сильнее, чем в (6.15). Повторяя все шаги, ведущие к
(6.15), мы получаем

Sn(r) ∝ r−n2ζ
⊥ cos(q0zn) .
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Рис. 6.1: Однопетлевой вклад в собственно-энергетическую функцию.
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Рис. 6.2: Однопетлевые вклады в тройную вершинную функцию.

6.3 Ренорм-групповые уравнения

Теперь мы приступаем к анализу флуктуационных поправок к корре-
ляционной функции (6.10), обязанных вкладам третьего и четвертого
порядка в (6.8). Стартуя с этих выражений, можно сформулировать
теорию возмущений для вычисления корреляционных функций сме-
щения u. Поправки к затравочным выражениям будут определяться
диаграммами с тройными и четверными вершинами, которым в соот-
ветствии с (6.8) сопоставляются факторы B и определенные комбина-
ции волновых векторов. Первые (однопетлевые) вклады в собственно-
энергетическую функцию, а также в тройную и четверную вершин-
ные функции изображены на рисунках (6.1,6.2,6.3), где белый (неза-
полненный) диск изображает тройную вершину, а темный (залитый)
диск изображает четверную вершину. Можно рассмотреть и вклады
в собственно-энергетическую и вершинные функции более высокого
порядка (многопетлевые).

Анализ выражений, соответствующих диаграммам, приведенным
на рисунках (6.1,6.2,6.3), показывает, что они воспроизводят структу-
ру затравочного значения [G(q)]−1 и затравочных вершинных функ-
ций, давая логарифмические поправки к исходным модулям упруго-
сти (то есть B и K). То же справедливо и для вкладов более высокого

r r²
±

¯
°¢

¢¢
A

AA
b b

r

b b

b b

Рис. 6.3: Однопетлевые вклады в четверную вершинную функцию.
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порядка, которым соответствуют многопетлевые диаграммы. Следо-
вательно, мы снова сталкиваемся с проблемой суммирования главных
логарифмических поправок. Подобная проблема для фазовых перехо-
дов в размерности 4 рассматривалась в лекции 3, где решение дости-
гается суммированием паркетных диаграмм. Для смектиков подобный
отбор диаграмм возможен, но он приводит к более громоздкой проце-
дуре из-за наличия двух типов вершин. Поэтому мы сразу переходим
к ренорм-групповой (РГ) процедуре (которая для фазовых переходов
была сформулирована в лекции 4). Ренорм-групповая процедура эф-
фективно работает, если главные поправки к объектам (корреляцион-
ным функциям, вершинным функциям) на масштабе R определяются
флуктуациями на масштабах r ¿ R. Это как раз типичная ситуация
при логарифмическом характере поправок.

В соответствии с общими правилами РГ-процедуры сначала мы
проделываем ее элементарный шаг. Для этого мы разбиваем поле u
на медленную u′ и быструю ũ части: u = u′ + ũ. Нам удобно будет
произвести разбиение таким образом, что

ũ(r) =
∑

q

uq exp(iqr) ,

где Λ′ < q⊥ < Λ. Здесь Λ – обрезка, а Λ′ разделяет быстрые и мед-
ленные волновые вектора. Что же касается компоненты qz, то мы не
будем накладывать на нее никаких ограничений. Функционал Ландау
для медленных переменных F ′(u′) определяется согласно соотноше-
нию

exp(−F ′/T ) =
∫
Dũ exp(−F/T ) . (6.17)

Напомним, что фактор в левой части (6.17) определяет распределение
вероятностей для степеней свободы с волновыми векторами q⊥ < Λ′,
то есть F ′(u′) содержит в себе полную информацию о корреляционных
функциях медленных переменных.

Чтобы найти F ′, можно использовать теорию возмущений (так как
число степеней свободы быстрых переменных ограничено). Тем не ме-
нее, мы будем полагать Λ′ ¿ Λ, что дает возможность производить
отбор вкладов по большому логарифму ln(Λ/Λ′). Эти два условия,
большое значение логарифма ln(Λ/Λ′) и применимость теории возму-
щений, совместимы при малом значении безразмерной константы свя-
зи (сравни лекцию 4). Для смектиков выражение для безразмерной
константы связи будет приведено ниже.

Исходным пунктом РГ-процедуры является разложение функцио-
нала Ландау по быстрому полю ũ. Член первого порядка этого раз-
ложения отличен от нуля только для Фурье-гармоник с волновыми
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векторами q вблизи Λ′ (в силу условия, что в любом члене F , пере-
писанном в Фурье-представлении, сумма волновых векторов должна
быть равна нулю). Поэтому он не может производить вкладов, содер-
жащих большой логарифм ln(Λ/Λ′), из-за чего мы будем игнорировать
этот член. Первым нетривиальным членом разложения F по ũ явля-
ется член второго порядка. Если ограничиться им, то мы получим так
называемое однопетлевое приближение, которое, как правило, являет-
ся главным в РГ-уравнениях. Именно в этом приближении проделаны
все дальнейшие вычисления.

Раскладывая сумму (6.2) и (6.8) по ũ до второго порядка, мы на-
ходим

F(u) → F(u′) + F̃(2) + Fint , (6.18)
Fint = Fi1 + Fi2 + Fi3 , (6.19)

где

F̃(2) =
∫

d3r

[
B

2
(∂zũ)2 +

K

2
(∇2ũ)2

]
, (6.20)

Fi1 = −B

2

∫
d3r ∂zu

′(∇ũ)2 , (6.21)

Fi2 = −B

∫
d3r∇u′∇ũ∂zũ , (6.22)

Fi3 =
B

4

∫
d3r

{
(∇u′)2(∇ũ)2 + 2(∇u′∇ũ)2

}
. (6.23)

Теперь мы должны подставить разложение (6.18) в (6.17) и произвести
интегрирование по быстрому полю ũ. В силу сделанных предположе-
ний поправки к F(ϕ′) малы, и поэтому можно произвести разложение
левой части (6.17) по F ′(u′)−F(u′), а правой части по Fint. В резуль-
тате мы получаем

F ′(u′)−F(u′) ' 〈Fint〉0 − 〈〈F2
int〉〉0
2T

+
〈〈F3

int〉〉0
6T 2

− 〈〈F4
int〉〉0

24T 3
, (6.24)

где индекс ноль означает усреднение по функции распределения ве-
роятности ∝ exp[−F̃(2)]. Мы сохранили в (6.24) члены разложения по
Fint, которые дают логарифмические вклады в F ′(u′). Двойные скобки
в (6.24) означают, что в среднем следует брать только вклады, соответ-
ствующие связным диаграммам, поскольку неприводимые части (со-
ответствующие несвязным диаграммам) сокращаются с соответству-
ющими членами разложения левой части (6.17) по F ′(u′)−F(u′).

Усреднение по функции распределения вероятности ∝ exp[−F̃(2)]
является Гауссовым, так что все корреляционные функции ũ, найден-



96 ЛЕКЦИЯ 6. ФЛУКТУАЦИИ В СМЕКТИКАХ

ные по этому распределению вероятности, сводятся к парной корреля-
ционной функции (6.10) (записанной в Фурье-представлении), которая
отлична от нуля при Λ′ < q < Λ.

Первое слагаемое в (6.24) сводится к

〈Fint〉0 =
∫

d3r (B/2)(∇u′)2〈(∇ũ)2〉0 , (6.25)

где

〈(∇ũ)2〉0 ≈
∫

d3q

(2π)3
Tq2

⊥
Bq2

z + Kq4
⊥

. (6.26)

Мы учли здесь уже обсуждавшееся неравенство qz ¿ q⊥ для харак-
терного значения волнового вектора. Напомним, что Λ′ < q⊥ < Λ, а
на qz не наложено никаких ограничений, то есть интеграл по qz идет
от −∞ до +∞. Интеграл (6.26) является “ультрафиолетовым”, то есть
определяется окрестностью верхнего предела Λ. Как мы уже устано-
вили, изучая теорию фазовых переходов, такого рода величины долж-
ны включаться в ренормировки параметров теории, которые не могут
быть вычислены в длинноволновом приближении. Для того, чтобы
понять, ренормировку какого параметра производит член (6.25), вер-
немся к выражению (6.6) и сдвинем в нем q0. Подставляя затем (6.4)
и учитывая, что |∇φ| ≈ q0, мы находим как раз член, имеющий струк-
туру (6.25). Таким образом, первое слагаемое в правой части (6.24)
дает только ренормировку q0 (или, другими словами, ренормировку
периода одномерной модуляции плотности), и не приводит поэтому к
каким-либо крупномасшабным эффектам.

Член 〈〈F2
int〉〉0 в правой части (6.24) дает несколько разных лога-

рифмических вкладов в F ′. Первый из этих логарифмических вкладов
записывается следующим образом

∆1F ′ = − 1
2T
〈〈F2

i1〉〉0

= −B2

8T

∫
d3r1 d3r2 ∂zu1∂zu2〈〈(∇ũ1)2(∇ũ2)2〉〉0 . (6.27)

где u1,2 = u′(r1,2). Среднее в (6.27) имеет характерный масштаб 1/Λ′

и потому мы можем подставить u2 → u1 так как u′ – медленное поле.
После этой подстановки мы получаем вклад в функционал Ландау,
по структуре совпадающий с (6.1). Коэффициент в нем определяется
интегралом

∫
d3r2 〈〈(∇ũ1)2(∇ũ2)2〉〉0 = 2

∫
d3q

(2π)3
q4G2

0(q)

≈ 2
∫

dqz d2q⊥
(2π)3

q4
⊥

T 2

(Bq2
z + Kq4

⊥)2
=

T 2

4πB1/2K3/2
ln

Λ
Λ′

,
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где сначала вычислен интеграл по qz (который, напомним, идет в бес-
конечных пределах), а затем уже взят интеграл по q⊥, который идет
от Λ′ до Λ. Подставляя это выражение в (6.27), мы находим

∆1F ′ = − TB3/2

32πK3/2
ln

Λ
Λ′

∫
d3r (∂zu)2 . (6.28)

Второй логарифмический вклад в F ′, производимый 〈〈F2
int〉〉, записы-

вается в следующем виде

∆2F ′ = − 1
2T
〈〈F2

i2〉〉0

= −B2

2T

∫
d3r1 d3r2∇iu1∇ku2〈〈∂zũ1∇iũ1∂zũ2∇kũ2〉〉0 , (6.29)

где u1 = u′(r1), u2 = u′(r2). Мы проанализируем этот вклад несколько
позже. Имеется еще два логарифмических вклада в F ′, производимых
〈〈F2

int〉〉0:

∆3F ′ = − 1
T
〈〈Fi1Fi3〉〉0 , ∆4F ′ = − 1

2T
〈〈F2

i3〉〉0 . (6.30)

Действуя так же, как и при выводе (6.28), мы находим

∆3F ′ =
TB3/2

16πK3/2
ln

Λ
Λ′

∫
d3r ∂zu(∇u)2 , (6.31)

∆4F ′ = − 9TB3/2

256πK3/2
ln

Λ
Λ′

∫
d3r (∇u)4 . (6.32)

Как и выше, мы пренебрегли везде qz по сравнению с q⊥ и, соответ-
ственно, заменили (∂xu)2 + (∂yu)2 на (∇u)2.

Теперь мы приступаем к рассмотрению логарифмических вкладов
в F ′, производимых 〈〈F3

int〉〉0. Имеется два таких вклада:

∆5F ′ =
1

2T 2
〈〈Fi1F2

i2〉〉0 , ∆6F ′ =
1

2T 2
〈〈Fi3F2

i2〉〉0 . (6.33)

И, наконец, имеется логарифмический вклад, производимых 〈〈F4
int〉〉0:

∆7F ′ = − 1
24T 3

〈〈F4
i2〉〉0 , (6.34)

Действуя так же, как и при выводе (6.28), мы находим

∆5F ′ = − TB3/2

32πK3/2
ln

Λ
Λ′

∫
d3r ∂zu(∇u)2 , (6.35)

∆6F ′ =
5TB3/2

128πK3/2
ln

Λ
Λ′

∫
d3r (∇u)4 , (6.36)

∆7F ′ = − 3TB3/2

256πK3/2
ln

Λ
Λ′

∫
d3r (∇u)4 . (6.37)
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Суммируя теперь поправки ∆1F ′, ∆3F ′ ÷ ∆7F ′, мы находим, что
они собираются в комбинацию, выписанную в выражении (6.8). Это
является следствием вращательной инвариантности, “зашитой” в ком-
бинации (6.8). Как следует из найденных выражений, элементарный
шаг РГ дает поправку к модулю B, которая записывается в следую-
щем виде

B′ −B = − TB3/2

16πK3/2
ln

Λ
Λ′

. (6.38)

Обратим внимание на то, что проделанный шаг РГ-процедуры со-
ответствует на языке обычной теории возмущений учету однопетлевых
диаграмм, изображенных на рисунках 6.1,6.2,6.3 и определяющих ре-
нормировку G−1(q), тройной и четверной вершинных функций, соот-
ветственно. Вообще говоря, эти величины (затравочное значение каж-
дой из которых определяется модулем B) могут ренормироваться по-
разному. Однако, как показало прямое вычисление, логарифмические
поправки к B для всех трех величин идентичны. Это свойство являет-
ся следствием вращательной симметрии, которая ведет к инвариант-
ности функционала Ландау относительно преобразования

δu = θx + θz∂xu− θx∂zu , (6.39)

где θ – инфинитеземальный параметр, имеющий смысл угла поворота.
Инвариантность функционала (6.8) относительно (6.39) можно легко
проверить, используя соотношение

δ

[
∂zu− (∇u)2

2

]
= θz∂x

[
∂zu− (∇u)2

2

]
− θx∂z

[
∂zu− (∇u)2

2

]
, (6.40)

которое является стандартным законом преобразования скаляра при
вращении, и которое почти очевидно, если вспомнить происхождение
∂zu − (∇u)2/2 из (∇φ)2. Подставляя (6.40) в (6.8), мы находим, что
поправка к подынтегральному выражению имеет вид полной произ-
водной, которая исчезает при интегрировании по частям. Проверка
же инвариантности члена (6.2) относительно преобразования (6.39) не
представляет труда, поскольку ∇2δu = (θz∂x−θx∂z)∇2u. Так как пре-
образование (6.39) является нелинейным по u, оно связывает между
собой члены различного порядка в функционале Ландау. Поэтому ин-
вариантность функционала Ландау относительно этого преобразова-
ния “заставляет” одинаково ренормироваться факторы при этих чле-
нах.

Возвратимся теперь к анализу вклада (6.29). Мы опять должны ис-
пользовать медленность изменения поля u′ на масштабе Λ′−1, который
является характерным для среднего в (6.29). Если просто подставить
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u2 → u1, то мы получим член вида (6.25), который должен быть вклю-
чен в переопределение q0. Это означает, что мы должны разложить u2

по разности r = r2−r1. Нулевой член разложения дает уже обсуждав-
шуюся замену u2 → u1. Первый член разложения дает вклад, который
(в силу нечетности) исчезает после интегрирования по углам. Второй
же член разложения по r = r2−r1 дает (после однократного интегри-
рования по частям в интеграле по r1 и интегрирования по частям в
интеграле по z в одном из слагаемых)

∆2F ′ =
B2

4T

∫
d3r1∂α∂γu1∂β∂δu1

∫
d3r rγrδ [∂z∂αG0(r)∂z∂βG0(r)− ∂zG0(r)∂z∂α∂βG0(r)] .

Здесь индексы α, β, γ и δ пробегают значения x, y, а G0 определяется
(6.11). Мы приняли во внимание только члены разложения по x, y, но
не по z, и опустили везде, где это возможно, производные по z, так как
только оставшиеся члены дают логарифмические интегралы. Теперь
мы можем вычислить интеграл по r, воспользовавшись следующим из
формулы (6.11) выражением

∂zG0 = − T

8π
√

BK z
exp

(
−1

4

√
B

K

r2
⊥
|z|

)
.

В результате мы находим

∆2F ′ =
T

64π

√
B

K
ln(Λ/Λ′)

∫
d3r1

(∇2
⊥u1

)2
. (6.41)

С нашей точностью ∇2
⊥ = ∂2

x + ∂2
y может быть заменено на ∇2 (по-

скольку для характерных волновых векторов qz ¿ q⊥). В результате
мы приходим к члену такой же структуры, что (6.2), то есть мы нахо-
дим следующую поправку к модулю K:

K ′ −K =
TB1/2

32πK1/2
ln(Λ/Λ′) . (6.42)

Все сказанное выше справедливо, если B−B′ ¿ B и K ′−K ¿ K.
Это ведет к соотношению

TB1/2 ¿ K3/2 , (6.43)

при котором неравенства B − B′ ¿ B и K ′ − K ¿ K совместимы
с условием Λ À Λ′, которое позволяет удерживать только главные
логарифмические вклады во все величины.
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Теперь мы переходим от элементарного шага РГ к многошаговой
процедуре, благодаря которой можно постепенно исключить из рас-
смотрения быстрые переменные. Так как на каждом шаге параметры
функционала Ландау меняются мало, то вместо малых приращений
(6.38,6.42) мы можем сформулировать дифференциальные уравнения

dB

dξ
= − TB3/2

16πK3/2
,

dK

dξ
=

TB1/2

32πK1/2
. (6.44)

Здесь ξ = ln(Λ/Λ′), а Λ′ – текущая обрезка, которая является мак-
симальным волновым вектором оставшихся степеней свободы. Напом-
ним, что именно уравнения типа (6.44) называются уравнениями ренорм-
группы или уравнениями Гелл-Манна-Лоу.

Чтобы решить уравнения (6.44), удобно ввести следующую комби-
нацию

g =
5TB1/2

64πK3/2
, (6.45)

которая, как следует из (6.44), удовлетворяет уравнению

dg/dξ = −g2 . (6.46)

Мы уже сталкивались с таким уравнением при анализе фазовых пе-
реходов в четырехмерном пространстве (смотри лекцию 4). Там мы
(по аналогии с квантовой электродинамикой) называли g инвариант-
ным зарядом. Точно также мы будем поступать и здесь. Заметим, что
условие (6.43) означает g ¿ 1, то есть малую величину инвариантного
заряда. Решение уравнения (6.46) имеет вид

g =
g0

1 + g0ξ
. (6.47)

Здесь g0 – затравочное значение параметра g, то есть его значение
на масштабах 1/Λ. Мы видим, что если ξ À g−1

0 , то g ' ξ−1 → 0. Это
свойство, называемое “нуль-зарядом”, оправдывает приведенную выше
процедуру по крайней мере для больших ξ. Если же g0 ¿ 1, то g мал
на всех масштабах. Подставляя (6.47) в (6.44) мы находим уравнения
[29]

dB/dξ = −4/5gB, dK/dξ = 2/5gK,

которые имеют решения

B = B0(1 + g0ξ)−4/5 , K = K0(1 + g0ξ)2/5 . (6.48)

Здесь B0 и K0 – затравочные значения модулей (которые наблюдаются
на малых масштабах).
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Теперь мы можем определить форму корреляционных функций по-
ля u. Если мы интересуемся этими корреляционными функциями на
масштабе r, то мы должны проинтегрировать по всем Фурье-гармоникам
u с волновыми векторами больше, чем r−1 в соответствии с (6.17). Та-
кое интегрирование сводится к замене исходного разложения Ландау
на новое, с ренормированными значениями модулей B и K, которые
являются решениями (6.44), взятыми при ξ = ln(rΛ). После этого ис-
ключения мы можем пренебречь самодействием u на шкалах меньше
или порядка r в силу малости инвариантного заряда g. Тогда для пар-
ной корреляционной функции мы возвращаемся к выражению (6.11),
но с ренормированными значениями модулей B, K. Заметим, что в r-
представлении выражение для разности (6.12) приобретает вид

G(0)−G(r) =
8K0

3B0

[
(1 + g0ξ)6/5 − 1

]
. (6.49)

Отметим, что ξ = ln(rΛ), если r2
⊥ À |z|

√
K/B, что является типичным

случаем. В общем случае ξ в (6.49) следует определять в соответствии
с (6.13). Формула же (6.12) является первым членом разложения (6.49)
по ξ.

Необходимо быть аккуратным при обращении с такими объекта-
ми, как корреляционные функции модуляции плотности (6.3). Дело в
том, что в длинноволновое поведение таких сложных функций u могут
вносить вклад коротковолновые флуктуации u. Исследуем в качестве
примера поведение структурного фактора S(r) = 〈ϕ(r)ϕ(0)〉 с учетом
флуктуаций. Прежде всего заметим, подставляя в S выражение (6.3),
что

S(r) ∝ 〈cos {q0z − q0[u(r)− u(0)]}〉 ,

поскольку среднее от косинуса суммы углов стремится к нулю в пре-
деле бесконечно больших размеров системы. Далее, произведем стан-
дартное разделение поля u на быструю и медленную части u → u′ + ũ
и проинтегрируем по быстрой составляющей. Тогда мы получим

S = Z(ξ) 〈cos {q0z − q0[u′(r⊥, 0)− u′(0, 0)]}〉 .

Для фактора Z мы можем найти уравнение РГ, которое записывается
в следующем виде dZ = −Zq2

0 [dG(0)− dG(r)]. Его решение имеет вид
Z = Z0 exp{−q2

0 [G(0) − G(r)]}, где Z0 – коротковолновое значение Z,
практически не зависящее от r. Таким образом, мы получаем

S ∝ exp{−q2
0 [G(0)−G(r)]} cos(q0z). (6.50)

Здесь разность G(0)−G(r) определяется (6.49).



102 ЛЕКЦИЯ 6. ФЛУКТУАЦИИ В СМЕКТИКАХz
x

Рис. 6.4: Краевая дислокация, которая возникает при “вдвигании” в
смектик дополнительного смектического слоя.

6.4 Дислокации в смектике

Рассмотрим краевую дислокацию в смектике. Пусть дислокация явля-
ется прямой, параллельной оси Y . Будем считать, что дислокация об-
разовалась в результате “вдвигания” в смектик дополнительного смек-
тического слоя со стороны положительных x (рисунок 6.4). Сдвинем
начало системы координат на линию дислокации. Тогда дополнитель-
ный смектический слой будет занимать полуплоскость, определяемую
условиями z = 0, x > 0. С макроскопической точки зрения на дислока-
ционной линии (то есть на прямой x = 0, z = 0) величина φ, входящая
в (6.3), имеет сингулярность. При обходе вокруг этой сингулярности
против часовой стрелки

∮
dr∇φ = 2π, (6.51)

что как раз и соответствует лишнему смектическому слою при поло-
жительных x. На языке смещения u, связанного с φ посредством (6.4),
соотношение (6.51) переписывается в виде

∮
dr∇u = −2π

q0
, (6.52)

Вторым условием, которое накладывается на поле смещения u вокруг
дислокации, является уравнение упругости

(B∂2
z −K∇4)u = 0 . (6.53)

В принятой нами геометрии смещение u не зависит от координа-
ты y. Будем также считать, что для характерного волнового вектора
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q⊥ À qz (это неравенство будет обосновано ниже). Тогда поле u можно
записать в виде интеграла

u(x, z) =
sign(z)
2iq0

∫
dqx

qx
exp

(−λq2
x|z|+ iqxx

)
, (6.54)

где λ =
√

K/B. Интеграл имеет особенность при qx = 0, способ раз-
решения которой не важен. Например, интеграл можно понимать в
смысле главного значения (переход от этого способа вычисления инте-
грала к другому, скажем, к обходу особенности снизу, приводит только
к несущественному сдвигу u → u + const).

Проверим теперь выполнение условий (6.52,6.53) для выражения
(6.54). Выполнение уравнения (6.53) проверяется прямым дифферен-
цированием (с учетом того, что ∇4 → q4

x). Для проверки (6.52) выпи-
шем сначала производную

∂xu(x, z) =
sign(z)

2q0

∫
dqx exp

(−λq2
x|z|+ iqxx

)
.

Используя соотношение
∫

dx exp(iqx) = 2πδ(q), мы находим
∫ +∞

−∞
dx ∂xu(x, z) =

πsign(z)
q0

.

Выбираем теперь замкнутый контур, обходящий начало координат, в
виде двух прямых z = ±z0. Интеграл по этому контуру сводится к
интегралам, выписанным выше, и в результате для этого контура мы
приходим к соотношению (6.52). Поскольку производные u (6.55,6.56)
являются аналитической функцией z и x, то выбранный нами контур
можно произвольно деформировать (не пересекая начало координат)
без изменения значения контурного интеграла. Тем самым обосновы-
вается соотношение (6.52) для произвольного контура, охватывающего
начало координат.

Вычисляя в (6.54) интеграл по qx, мы находим

∂xu = sign(z)
b

4
√

π λ1/2|z|1/2
exp

[
− x2

4λ|z|
]

, (6.55)

∂zu = − bx

8
√

π λ1/2|z|3/2
exp

[
− x2

4λ|z|
]

, (6.56)

где b = 2π/q0 – вектор Бюргерса. В таком виде выражения для поля
смещения справедливы для обоих возможных знаков b (соответствую-
щих вдвиганию дополнительного смектического слоя справа или сле-
ва). Характерное значение волнового вектора qx в приведенных выше
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интегралах оценивается как qx ∼ 1/x, и, далее qz ∼ λq2
x ∼ λ/x2. Та-

ким образом, условие qz ¿ q⊥, необходимое для справедливости (6.54),
переписывается в виде |x| À λ, что всегда выполняется в длинновол-
новом пределе.

Если мы учтем флуктуации, то модули B и K в (6.53) станут ло-
гарифмическими функциями масштаба. Таким образом, для больших
логарифмов ξ мы находим из (6.48) λ ∝ ξ3/5. Здесь мы можем поло-
жить ξ = ln(Λ|x|).

Весьма просто можно исследовать винтовую дислокацию в смекти-
ке, линия которой должна быть направлена вдоль оси Z. Подходящим
решением уравнения (6.53) является u = ±q−1

0 ϕ, где ϕ – азимуталь-
ный угол в плоскости X − Y . Градиент u не зависит от z и обратно
пропорционален расстоянию до линии дислокации. Основная энергия
винтовой дислокации сосредоточена вблизи ее ядра.

Задачи

Задача 6.1
Получить выражение (6.42) для поправки к модулю K в Фурье-

представлении.

Решение задачи 6.1
Перепишем вклад (6.29) через Фурье-гармоники

∆2F ′ =
1
2

∑
q

σ(q)u′−qu
′
q .

Тогда

σ(q) = −B2

T
qiqj

∫
d3k

(2π)3
G0(k + q/2)G0(k − q/2)

{
(kz + qz/2)2(ki − qi/2)(kj − qj/2) + (k2

z − q2
z/4)(kikj − qiqj/4)

}
,

где G0(k) определяется (6.10). Нас интересует логарифмический вклад
∝ q4

⊥. В этом случае в выписанном выше интеграле можно положить
qz → 0, и мы находим

σ(q) = −
∫

d3k

(2π)3
2B2Tk2

z(kαqα)2

[Bk2
z + K(kα + qα/2)4][Bk2

z + K(kα − qα/2)4]
,

где мы подставили Kk4 → Kk4
⊥. Главный вклад в σ, пропорциональ-

ный q2
⊥, следует включить в переопределение q0. Основной же член,
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интересующий нас, получается при разложении полученного выраже-
ния до следующего порядка по q, он равен

2B2T

∫
d3k

(2π)3
k2

z(kαqα)2
{

K[k2
⊥q2
⊥ + 2(kαqα)2]

(Bk2
z + Kk4

⊥)3
− 4K2k4

⊥(kαqα)2

(Bk2
z + Kk4

⊥)4

}

=
1
2
B2KTq4

⊥

∫
d3k

(2π)3
k2

zk4
⊥

5Bk2
z −Kk4

⊥
(Bk2

z + Kk4
⊥)4

.

Вычисляя здесь интеграл по k (с учетом неравенств Λ′ < k⊥ < Λ), мы
находим σ → (K ′−K)q4

⊥, где K ′−K определяется выражением (6.42).
Таким образом, мы воспроизвели этот результат.

Задача 6.2
Найти силу взаимодействия на единицу длины двух линейных па-

раллельных краевых дислокаций в смектике.

Решение задачи 6.2
Как обычно, сила, действующая на дислокацию, определяется ее

ориентацией, вектором Бюргерса и полем напряжений, внешним по
отношению к этой дислокации [30]. Нам, однако, удобнее будет по-
лучить силу взаимодействия дислокаций непосредственно, стартуя с
функционала Ландау. Мы будем работать в линейном приближении,
когда поле смещения можно представить в виде u = u1 + u2, где u1

и u2 – поля смещений отдельных дислокаций, которые определяют-
ся приведенными выше формулами. Будем по-прежнему считать, что
дислокации параллельны оси Y . Тогда изменение энергии системы при
сдвиге второй дислокации равно

δF
L

=
∫

dx dz
(
B∂zu1∂zδu2 + K∂2

xu1∂
2
xδu2

)
, (6.57)

где L – длина дислокаций, а δu2 – изменение поля второй дислока-
ции, возникающее за счет ее сдвига. Оно может быть записано в виде
δu2 = −s∇u2, где s – вектор этого сдвига. Заметим, что поле (6.55,6.56)
удовлетворяет следующему уравнению

(∂2
z − λ2∂4

x)u = b∂−1
x ∂zδ(x)δ(z) . (6.58)

Интегрируя в соотношении (6.57) по частям и используя (6.58), мы по-
лучаем δF/L = −fs, где выражение для силы f (на единицу длины),
действующей на вторую дислокацию, имеет вид

f = −Bb2∇∂−1
x ∂zu1(x, z) .

Здесь u1 – поле смещения первой дислокации, b2 – вектор Бюргерса
второй дислокации (равный ±b), а x, z – ее координаты. Подставляя
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в полученное выражение для силы f соотношение (6.55), мы находим

f = −B∇b1b2

√
λ

4
√

π|z| exp
[
− x2

4λ|z|
]

. (6.59)

Здесь b1 – вектор Бюргерса первой дислокации (также равный ±b), и
мы считаем, что она расположена вдоль оси Y . Таким образом вектор
(x, z) определяет относительное положение дислокаций. Если z = 0
(то есть дислокации лежат в одном смектическом слое), то сила их
взаимодействия равна нулю. Если же x = 0, то мы находим, что сила
f направлена вдоль оси Z и

fz =
Bb1b2

√
λ

8
√

π |z|3/2
sign(z) .

Таким образом, при x = 0 одноименные дислокации отталкиваются, а
разноименные притягиваются.



Лекция 7

Двумерные
ферромагнетики

Проблема, которую мы рассматриваем в настоящей лекции, связана
с физикой двумерных ферромагнетиков. Речь идет о магнитных кри-
сталлах, в которых магнитные атомы (атомы с ненулевым спином)
собраны в слои, так что расстояние между соседними магнитными
атомами в слое заметно меньше, чем расстояние между слоями. В си-
лу того, что обменное взаимодействие между спинами быстро спадает
с ростом расстояния между атомами, в главном приближении можно
пренебречь взаимодействием между спинами в различных слоях, в ре-
зультате чего мы приходим к картине независимых слоев. О свойствах
одного такого магнитного слоя, который можно считать двумерной си-
стемой, и пойдет речь.

7.1 Флуктуации направления намагничен-
ности

Намагниченность является трехмерным вектором. Как мы уже знаем,
в низкотемпературной (ферромагнитной) фазе абсолютная величина
параметра порядка (намагниченности M) “замерзает” (то есть прак-
тически не флуктуирует), в то время как его направление остается
“мягкой” переменной. Эта степень свободы характеризуется единич-
ным вектором n, направленным вдоль M . Для единичного слоя век-
тор n является функцией двумерного радиус-вектора r. В обменном
приближении, которое работает на интересующих нас масштабах, маг-
нитная энергия инвариантна относительно вращений в спиновом про-
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странстве. Поэтому магнитная энергия не может зависеть от самого
вектора n, а зависит от степени его неоднородности. Мы рассматрива-
ем флуктуации n на масштабах, бо́льших атомного размера. Поэтому
соответствующая энергия должна быть локальной функцией от гради-
ента n. В главном приближении она записывается следующим образом

Fn =
∫

d2r
B

2
∇nµ∇nµ . (7.1)

Здесь B – коэффициент магнитной упругости.
Вообще говоря, к энергии (7.1) имеются различные поправки. Одна

из них связана со спин-орбитальным взаимодействием, которое завя-
зывает между собой спиновые и пространственные переменные. Эта
поправка может быть записана в следующем виде

Fso =
∫

d2r
c

2
(nl)2 , (7.2)

где l – единичный вектор, перпендикулярный к слою. Кроме того, во
внешнем магнитном поле H имеется следующий вклад в энергию маг-
нетика

FH = −
∫

d2r MHn , (7.3)

где M – абсолютная величина намагниченности. Еще одно взаимодей-
ствие, которое дает поправку к (7.1), связано с взаимодействием меж-
ду намагниченностью соседних слоев. Энергия взаимодействия между
двумя соседними слоями может быть записана в следующем виде

F3 = −
∫

d2r Un1n2 , (7.4)

где n1,2 – направления намагниченности в этих слоях. Сравнивая вкла-
ды (7.2,7.3,7.4) с (7.1), мы находим следующие характерные длины, на
которых эти вклады начинают играть существенную роль:

Rso =
√

B/|c| , RH =
√

B/(MH) , RU =
√

B/U . (7.5)

Мы предполагаем, что все длины (7.5) намного превышают атомный
размер (для Rso это гарантируется слабостью спин-орбитального вза-
имодействия, для RH – это обычная ситуация, для RU это связано
со слабостью взаимодействия между слоями). В этом случае имеет-
ся широкий интервал масштабов, где градиентный член (7.1) играет
главную роль.

Очевидно, что минимум энергии (7.1) достигается на однородном
состоянии, когда n = const. Если ограничиться этим вкладом в энер-
гию, то направление n остается неопределенным, что связано с изотро-
пией в спиновом пространстве. Однако вклады (7.2,7.3) нарушают эту
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однородность и задают выделенное направление, вдоль которого дол-
жен быть направлен n, чтобы минимизировать энергию магнетика. Во
внешнем магнитном поле n стремится ориентироваться вдоль H. Что
же касается члена (7.2), то его роль зависит от знака фактора c. Если
c < 0, то минимум энергии достигается при n = l или n = −l, то есть
остается двукратное вырождение. Этот случай называют обычно лег-
кой осью. Если же c > 0, то минимум энергии достигается при условии
перпендикулярности n и l. Этот случай называют легкой плоскостью,
так как вектору выгодно лежать в плоскости, перпендикулярной l. То-
гда остается однопараметрическое вырождение основного состояния,
связанное с произвольным направлением n в этой плоскости. Взаимо-
действие слоев, которое описывается энергией (7.4), согласует между
собой намагниченность различных слоев. Если U > 0, то намагничен-
ности слоев выстраиваются параллельно, а в обратном случае U < 0
намагниченности соседних слоев выстраиваются антипараллельно.

Далее мы обсуждаем роль флуктуаций в физике двумерных фер-
ромагнетиков. Объекты, которые будут изучаться – корреляционные
функции поля n. Например, оказывается, что парная корреляционная
функция

f(r) = 〈n(r + r1)n(r1)〉 , (7.6)

равная единице при r = 0, стремится к нулю при r → ∞. Нас будет
интересовать закон, по которому происходит разрушение корреляций
n при росте r. Далее мы развиваем теорию возмущений, которая поз-
воляет регулярным образом исследовать корреляционные функции n
в некотором интервале масштабов. Кроме того, в эту схему могут быть
легко включены и вклады в энергию (7.2,7.3,7.4).

Направим ось Z вдоль равновесного значения n, и введем его про-
стейшую параметризацию

nµ =
(

ϕ1, ϕ2,
√

1− ϕ2
1 − ϕ2

2

)
, (7.7)

Корреляционные функции n определяются (функциональными) инте-
гралами по ϕ1, ϕ2, взятыми с весом ∝ exp(−F/T ). В предположении,
что n слабо флуктуирует около своего равновесного значения, есте-
ственно развить теорию возмущений по ϕ1, ϕ2. Первые члены разло-
жения Fn по ϕ1, ϕ2 имеют вид

F(2) =
∫

d2r B/2
[
(∇ϕ1)2 + (∇ϕ2)2

]
, (7.8)

F(4) =
∫

d2r B/2 (ϕ1∇ϕ1 + ϕ2∇ϕ2)2 . (7.9)
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Рис. 7.1: Первая поправка к G.

Несложно также найти и разложение вкладов (7.2,7.3,7.4).
Затравочная парная корреляционная функция величин ϕ1, ϕ2 опре-

деляется членом второго порядка (7.8). Явное выражение для затра-
вочной парной корреляционной функции имеет вид

G0(r) = 〈ϕ1(r)ϕ1(0)〉0 = 〈ϕ2(r)ϕ2(0)〉0 =∫
d2q

(2π)2
exp(iqr)

T

Bq2
. (7.10)

Это выражение логарифмически расходится на малых q. В рамках
прямой теории возмущений эта расходимость должна обрезаться на
(обратном) размере системы. Если принять во внимание вклад (7.3),
то вместо (7.10) мы находим

G0(r) =
∫

d2q

(2π)2
exp(iqr)

T

Bq2 + MH
. (7.11)

Теперь логарифмическая расходимость обрезается на R−1
H , где RH

определен в (7.5). Аналогичную роль играет и член (7.2), за счет кото-
рого в знаменателе выражения (7.11) возникает дополнительное сла-
гаемое ∼ |c|.

Поправки к корреляционным функциям ϕ1, ϕ2 происходят из чле-
нов взаимодействия, которые порождаются разложением Fn по ϕ1, ϕ2.
Член четвертого порядка выписан в (7.9), имеются также члены всех
четных порядков. Первая флуктуационная поправка к G определяет-
ся диаграммой, приведенной на рисунке 7.1, где линии соответству-
ют (7.10), а факторы в вершинах определяются членом (7.9). Пет-
ля же на этом рисунке представляет первый вклад в “собственно-
энергетическую” функцию, который определяется средними

〈ϕ2
1〉0 , 〈ϕ1∇ϕ1〉0 , 〈(∇ϕ1)2〉0 .

Член 〈ϕ1∇ϕ1〉0 равен нулю в силу симметрии, член 〈(∇ϕ1)2〉0 опре-
деляется “ультрафиолетовым” интегралом по волновым векторам q,
то есть интегралом, сидящим на больших q. Этот интеграл, будучи
вкладом в “собственно-энергетическую” функцию, дает вклад в зна-
менатель функции G типа вклада, который дает внешнее магнитное
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Рис. 7.2: Диаграммы, дающие ренормировку фактора при четверном
члене.

поле, смотри (7.11). Наличие такого вклада означает нарушение вра-
щательной инвариантности в пространстве намагниченности (оно за-
дает в нем выделенное направление), чего в отсутствии внешнего по-
ля быть не может. Поэтому на малых масштабах теория должна быть
устроена так, чтобы среднее 〈(∇ϕ1)2〉0 компенсировалось в ноль за
счет аналогичных вкладов в “собственно-энергетическую функцию” за
счет членов более высокого порядка теории возмущений. Мы заключа-
ем, что только член 〈ϕ2

1〉0 будет давать реальный вклад в “собственно-
энергетическую” функцию, который пропорционален q2 ln(ΛL∗), где
L∗ – размер системы или одна из длин (7.5). Это дает логарифмиче-
скую ренормировку B в (7.10).

Аналогичным образом, имеет место логарифмическая ренормиров-
ка фактора в члене четвертого порядка, который затравочно опреде-
ляется F(4). Она возникает, например, за счет члена шестого поряд-
ка F(6). Соответствующая поправка представлена первой диаграммой
на рисунке 7.2, где “толстая” точка означает фактор, происходящий
из F(6). Кроме того, имеется вклад, квадратичный по F(4), он пред-
ставлен второй диаграммой на рисунке 7.2. Для факторов, стоящих в
вершинах более высокого порядка, количество диаграмм, дающих их
логарифмическую ренормировку, последовательно возрастает.

7.2 Ренорм-группа
Таким образом, мы сталкиваемся с проблемой ренормировки бесконеч-
ного набора факторов. Причем, если их затравочные величины опре-
деляются только модулем B, то с учетом ренормировки их значения
“разъезжаются”. В то же время ясно, что возникновение бесконечно
большого набора вершин не отвечает физике дела, так как единствен-
ной значимой наблюдаемой величиной является модуль B. Причиной
трудностей, с которыми мы столкнулись, является выбор объектов –
корреляционных функций ϕ1, ϕ2, которые не являются вращательно
инвариантными. Физические же свойства системы определяют вра-
щательно инвариантные корреляционные функции типа (7.6). Из ска-
занного выше ясно, что и к этой функции имеются логарифмические
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поправки. Но для их вычисления надо использовать процедуру, инва-
риантную относительно вращений. Такую процедуру можно сформу-
лировать в терминах ренорм-группы, как это было предложено Поля-
ковым [31] (смотри также [32]).

Основная идея Полякова заключается в том, чтобы разделять быст-
рые и медленные степени свободы вращательно инвариантным спосо-
бом. А именно, на элементарном шаге РГ-процедуры вводится медлен-
ное поле n′ (представляющее выделенное направление, которое полу-
чается усреднением по быстрым флуктуациям), а поле n раскладыва-
ется по (переменным в пространстве) осям, связанным с полем n′. Что-
бы осуществить эту программу, надо на промежуточном этапе ввести
дополнительные (вспомогательные) поля n1 и n2, которые исчезнут из
конечного ответа. Мы будем считать, что n1 и n2 – единичные взаим-
но ортогональные поля, перпендикулярные n′. Отметим, что векторы
{n1, n2,n

′} составляют ортогональную матрицу, осуществляющую по-
ворот из лабораторной системы координат в систему отсчета, враща-
ющуюся вместе с n′. Исходный единичный вектор n можно записать
в следующем виде

n = ϕ1n1 + ϕ2n2 +
√

1− ϕ2
1 − ϕ2

2 n′ , (7.12)

где ϕ1, ϕ2 представляют быстрые степени свободы в упомянутой систе-
ме отсчета с переменными осями. Заметим, что все соотношения для
n′ будут инвариантны относительно преобразования n′ → Ôn′ где Ô –
произвольная постоянная (не зависящая от координат) ортогональная
матрица. Действительно, поворачивая также n1,2 → Ôn1,2, мы на-
ходим преобразование n → Ôn, относительно которого инвариантна
энергия (7.1). Это гарантирует, в частности, вращательную инвариант-
ность длинноволновой энергии, которая получится после исключения
быстрых степеней свободы.

Сделаем элементарный шаг РГ-процедуры, считая быстрыми по-
лями ϕ1,2 в (7.12). Будем считать, что поле ϕ является суммой Фурье-
гармоник с волновыми векторами Λ′ < q < Λ, где Λ – исходная об-
резка, а Λ′ – новая обрезка. Имея в виду однопетлевое приближение,
мы можем ограничиться членами второго порядка по ϕ1,2. После под-
становки (7.12) в (7.1) и разложения до второго порядка мы находим
(опуская, как обычно, члены первого порядка по ϕ1,2, как не произво-
дящие логарифмов)

Fn → F(2) + Fn′ + Fi1 + Fi2 .

Здесь F(2) определяется выражением (7.8), а остальные слагаемые име-
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ют следующий вид:

Fn′ =
B

2

∫
d2r (∇n′)2 , (7.13)

Fi1 = B

∫
d2r [∇n1n2ϕ1∇ϕ2 +∇n2n1ϕ2∇ϕ1] , (7.14)

Fi2 =
B

2

∫
d2r

[
(∇n1)2ϕ2

1 + (∇n2)2ϕ2
2

+2ϕ1ϕ2∇n1∇n2 − (∇n′)2(ϕ2
1 + ϕ2

2)
]

. (7.15)

Как и раньше, мы вводим “медленный” функционал Ландау в со-
ответствии с определением

exp(−F ′n′/T ) =
∫
Dϕ exp(−F/T ) .

Отбирая здесь логарифмические члены, мы находим

F ′n′ −Fn′ = 〈Fi2〉0 − 〈F2
i1〉0/2T , (7.16)

где 〈. . . 〉0 обозначает усреднение, определяемое вкладом второго по-
рядка F(2), выписанным в (7.8). Это ведет к выражениям (7.10) для
корреляционных функций ϕ1,2. Средние в (7.16) могут быть представ-
лены суммой диаграмм, приведенных на рисунке 7.2. Соответствую-
щие аналитические выражения пропорциональны следующим величи-
нам

〈ϕ2
1〉 = G0(0) =

T

2πB
ln

Λ
Λ′

,
∫

d2r ∂iG0(r)∂jG0(r) =
T 2

4πB2
ln

Λ
Λ′

δij ,

Вычисляя все коэффициенты в (7.16), мы находим

−〈F2
i1〉0/2T = − T

4π

∫
d2r

[
(∇n1n2)2 + (∇n2n1)2

]
ln

Λ
Λ′

,

〈Fi2〉0 =
T

4π

∫
d2r

[
(∇n1)2 + (∇n2)2 − 2(∇n′)2

]
ln

Λ
Λ′

.

Далее мы используем тождество (∇n1)2 − (n2∇n1)2 = (n1∇n′)2, сле-
дующее из ортонормированности {n1, n2, n

′}, и аналогичное тожде-
ство для n2. Это приводит к комбинации (n1∇n′)2 + (n2∇n′)2, кото-
рая в силу тех же свойств сводится к (∇n′)2. Собирая все вместе, мы
получаем из (7.16)

F ′n′ −Fn′ = − T

4π

∫
d2r(∇n′)2 ln

Λ
Λ′

. (7.17)
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Обратим внимание на то, что вспомогательные поля n1 и n2 выпа-
ли из ответа, который выражается только через “медленное” поле n′.
Структура (7.17) совпадает с (7.1), то есть эта структура воспроизво-
дится при ренормировке, как и следовало ожидать. Проделанный нами
шаг РГ-процедуры можно интерпретировать, как возникновение по-
правки к модулю B: B′−B = −Bg∆ξ, где g = T/(2πB), ∆ξ = ln(Λ/Λ′).
Приведенное выражение для поправки к B справедливо при условии
g∆ξ ¿ 1. С другой стороны, мы должны считать ∆ξ À 1. Поэтому
условием применимости рассматриваемой теории является g ¿ 1.

Произведя затем многошаговую процедуру исключения быстрых
степеней свободы и переходя от разностей к непрерывному уравнению.
мы получаем, что при уменьшении текущей обрезки Λ′ безразмерная
величина g подчиняется следующему дифференциальному уравнению

dg

dξ
= g2 , g =

T

2πB
, (7.18)

где ξ = ln(Λ/Λ′). РГ-уравнение (7.18) показывает, что g является ин-
вариантным зарядом. Однако, в отличие от тех случаев, которые мы
рассматривали раньше (фазовые переходы второго рода в d = 4 и
смектики), g растет с ростом масштаба (то есть с ростом ξ). Впервые
такое поведение для инвариантного заряда было установлено в кван-
товой теории поля (для сильных взаимодействий), где оно называет-
ся асимптотической свободой (так как инвариантный заряд убывает
с уменьшением масштаба). Решение уравнения (7.18) можно записать
следующим образом

g =
g0

1− g0ξ
, (7.19)

где g0 – затравочное значение инвариантного заряда (его значение на
малых масштабах, r ∼ Λ−1).

Инвариантный заряд g играет роль безразмерной константы связи,
и только при малых g оправдано разложение по ϕ, произведенное вы-
ше. Поэтому необходимым условием применимости теории является
неравенство g0 ¿ 1. Из-за роста g с увеличением масштаба это усло-
вие нарушается на некотором масштабе Rc, который, как следует из
(7.19), может быть оценен следующим образом

Rc ∼ Λ−1 exp(1/g0) . (7.20)

Таким образом, значение Rc экспоненциально велико по 1/g0. На мас-
штабах r & Rc ренорм-группа, основанная на разложении по g, пере-
стает работать.

Приступим теперь к анализу парной корреляционной функции (7.6).
Очевидно, что эта функция равна 1 при r = 0. Нас будет интересовать
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поправка к этой единице при конечных r. Чтобы найти эту поправку,
следует снова запустить РГ-процедуру. Сделаем элементарный шаг
этой процедуры. Подставляя в качестве n выражение (7.12) и раскла-
дывая результат по ϕ до второго порядка, мы находим

〈n(r)n(0)〉 → 〈
n′(r)n′(0)

{
1− [

ϕ2
1(r) + ϕ2

2(r) + ϕ2
1(0)− ϕ2

2(0)
]
/2

}〉
.

Здесь мы учли, что быстрые переменные ϕ практически не корре-
лируют на масштабе r, что устраняет члены с n1, n2. Усреднение
можно независимо производить по быстрым и по медленным перемен-
ным. Усреднение по быстрым переменным сводится к замене 〈ϕ2

1〉 →
g ln(Λ/Λ′). Таким образом, мы получаем

〈n(r)n(0)〉 → [1− 2g ln(Λ/Λ′)]〈n′(r)n′(0)〉.
При многошаговой процедуре мы приходим к

〈n(r)n(0)〉 → Z〈n′(r)n′(0)〉,
где Z подчиняется уравнению dZ/dξ = −2gZ. Его решение имеет вид
Z = (1 − g0ξ)2, где мы использовали выражение (7.19). Чтобы найти
〈n(r)n(0)〉, надо ренормировать Z до Λ′ ∼ r−1, после чего ϕ начина-
ют коррелировать на масштабе r. Но тогда уже 〈n′(r)n′(0)〉 можно
заменить на единицу. Таким образом, мы находим окончательно

〈n(r)n(0)〉 = [1− g0 ln(Λr)]2 . (7.21)

Конечно, это выражение справедливо только при условии g ¿ 1.
Вигман [33] нашел ответ для спектра возбуждений в задаче, со-

ответствующей (7.1), в пространстве 1 + 1, который демонстрирует
наличие у возбуждений массы. Поэтому можно ожидать, что корре-
ляционные функции n на масштабах r > Rc начинают экспоненци-
ально спадать, по закону exp(−Cr/Rc), где C – численный фактор.
На первый взгляд, такое поведение противоречит теореме Голдстоу-
на, которая утверждает, что при спонтанном нарушении симметрии
(в нашем случае вращательной) должна сохраняться мягкая степень
свободы (наше n), которая имеет степенные корреляции. Однако это
противоречие является лишь кажущимся, так как реально никакого
спонтанного нарушения вращательной симметрии в двумерном фер-
ромагнетике не происходит, поскольку за счет сильных флуктуаций
〈n〉 = 0, то есть отсутствует выделенное направление в спиновом про-
странстве.

Условие 〈n〉 = 0 означает, что в двумерном ферромагнетике сред-
няя намагниченность равна нулю. Другими словами, за счет силь-
ных флуктуаций n магнетик становится парамагнетиком, физические
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свойства которого следует характеризовать магнитной восприимчи-
востью χ. Оценим величину этой магнитной восприимчивости. Если
〈n〉 = 0, то первый нетривиальный вклад в свободную энергию дву-
мерного ферромагнетика, связанный с внешним магнитным полем, ра-
вен

F = −M2

2T
HαHβ

∫
d2r1 d2r2 〈nα(r1)nβ(r2)〉 .

Поскольку единичный вектор n, как мы уже установили, коррелирует
на длине Rc, это выражение можно оценить, как F ∼ M2H2T−1SR2

c ,
где S – площадь слоя. Таким образом, χ ∼ M2T−1R2

c .
Все сказанное выше справедливо, если Rc меньше всех масштабов

Rso, RH , RU . В противном случае флуктуации n будут подавлены на
масштабах больших, чем min{Rso, RH , RU}. На этих масштабах кон-
станта связи g “замерзает”, имея значение меньше единицы, то есть мы
остаемся в области применимости теории возмущений.

7.3 Большие N

Чтобы представить себе поведение корреляционных функций n на
всех масштабах, можно рассмотреть случай большого числа N компо-
нент единичного вектора n. Этот случай допускает исследование, ко-
торое не предполагает малости инвариантного заряда. Ниже мы при-
водим его основные шаги.

Прежде всего, вместо явного учета условия n2 = 1 удобно счи-
тать все N компонент вектора n независимыми (и интегрировать по
всем этим компонентам при вычислении корреляционных функций), а
условие n2 = 1 ввести при помощи соответствующей функциональной
δ-функции. Эта δ-функция может быть преобразована в интеграл по
вспомогательному полю µ от соответствующей экспоненты. В резуль-
тате производящий функционал корреляционных функций n записы-
вается в следующем виде

Z(y) =
∫
DnDµ exp

(
−H+

∫
d2r yn

)
, (7.22)

H =
1

4πg0

∫
d2r

[
(∇n)2 + µn2 − µ

]
. (7.23)

Строго говоря, поле µ является чисто мнимым, то есть интегрирование
по µ в (7.22) идет вдоль мнимой оси.

Проинтегрируем сначала по n, и только потом по µ. Первое ин-
тегрирование является Гауссовым, и потому ответ выражается через
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парную корреляционную функцию n (при данном µ). Уравнение на
эту корреляционную функцию имеет следующий вид

[µ(r1)−∇2
1]〈na(r1)nb(r2)〉 = 2πg0δ(r1 − r2)δab . (7.24)

Как мы увидим ниже, поле µ слабо (в меру великости N) флуктуи-
рует вблизи своего среднего значения µ0. Следовательно, в главном
приближении можно заменить µ в (7.24) на µ0. Тогда мы легко нахо-
дим решение

〈na(r)nb(0)〉 =
∫

d2q

2π

g0

q2 + µ0
δab exp(iqr) = g0δabK0(

√
µ0r) . (7.25)

Мы видим, что корреляции экспоненциально затухают на масштабах
r > 1/

√
µ0, то есть 1/

√
µ0 играет роль корреляционной длины Rc. Ино-

гда √µ0 называют спонтанной массой, имея в виду квантово-полевую
аналогию.

Теперь мы должны обеспечить условие n2 = 1, которое и определит
нам величину µ0. Используя (7.25), мы получаем из n2 = 1 следующее
соотношение

g0N ln
Λ√
µ0

= 1 . (7.26)

Таким образом, мы находим, что в парную корреляционную функцию
(7.25) входит величина

√
µ0 = Λ exp

(
− 1

g0N

)
.

Мы видим, что условие √µ
0
¿ Λ, которое гарантирует, что корре-

ляционная длина Rc является много большей, чем Λ−1, совместно с
N À 1, если g0N ¿ 1. При выполнении этих условий наше рассмотре-
ние целиком остается в области больших масштабов, что необходимо
для макроскопической теории.

Поскольку ответ (7.25) был получен в приближении “среднего по-
ля” (когда флуктуации µ не учитывались), мы должны теперь оправ-
дать это приближение. Для этой цели удобно ввести функционал S:

exp(−S) =
∫
Dn exp(−H) , (7.27)

определяющий статистику поля µ. Функционал S выражается через
парную корреляционную функцию n (при данном µ). Скажем, член
второго порядка по флуктуациям µ в функционале (7.27) равен

S(2) = − 1
16π2g2

0

∫
d2r1 d2r2 µ(r1)µ(r2)〈na(r1)nb(r2)〉2 . (7.28)
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Как следует из (7.25), характерное значение |r1 − r2| в (7.28) равно
µ
−1/2
0 . Поэтому вклад (7.28) может быть оценен, как N

∫
d2r µ2/µ0.

Мы видим фактор N в этом интеграле. Такой же фактор появляется
и в членах более высокого порядка в функционале S. Вследствие этого
при N À 1 флуктуации µ оказываются действительно подавленными.

Задачи
Задача 7.1

При наличии внешнего поля H имеется следующий вклад в энер-
гию магнетика

FH = −
∫

d2r MHn , (7.29)

где M – абсолютное значение намагниченности. Найти РГ-уравнение
для фактора M , относящегося к ферромагнитному слою, свойства ко-
торого описываются (7.1).

Решение задачи 7.1
Мы будем использовать ту же схему, что и в тексте лекции. А имен-

но, разделим быстрые и медленные переменные в соответствии с (7.12).
Раскладывая затем n по ϕ1,2, мы находим следующий член второго
порядка

F (2)
H =

∫
d2r MHn′3

ϕ2
1 + ϕ2

2

2
, (7.30)

Мы находим из (7.30) после интегрирования по быстрым переменным
следующий логарифмический вклад в медленный функционал Ландау

〈F (2)
H 〉 ∝

∫
d2r Hn′ .

Это единственный в однопетлевом приближении логарифмический вклад.
Таким образом, структура (7.29) воспроизводится при ренормировке.
Вычисляя явно коэффициент при логарифме и переходя затем к РГ-
уравнениям, мы находим

dM

dξ
= −gM , M ∝ g−1 .

Отрицательный знак в этом уравнении означает, что эффективная ве-
личина намагниченности уменьшается за счет мелкомасштабных флук-
туаций направления намагниченности. Представленный закон ренор-
мировки работает для масштабов RH < r < Λ−1.



Лекция 8

Физика мембран

В настоящей лекции мы рассмотрим свойства мембран, которые спон-
танно возникают во многих органических растворах. Мембраны явля-
ются пленками, представляющими собой двойной слой липидных мо-
лекул и имеют, следовательно, толщину порядка молекулярного раз-
мера. Такие мембраны широко распространены в биологических си-
стемах. Например, мембраны являются основным строительным ма-
териалом клеточных оболочек, а также таких объектов, как красные
кровяные тельца. Упомянем также, что некоторые жидкокристалли-
ческие фазы, которые называются лиотропными, представляют собой
раствор, содержащий упорядоченную (в той или иной мере) систему
мембран [34, 35].

Во избежание недоразумений подчеркнем, что мы будем считать
разные мембраны невзаимодействующими, что позволяет рассматри-
вать их отдельно, независимо друг от друга. Это оправдано, например,
в лиотропных жидких кристаллах, где расстояние между мембранами
много больше их толщины. Таким образом, теория лиотропных жид-
ких кристаллов должна строиться в два этапа: сначала надо изучить
свойства отдельно взятой мембраны, а затем уже принять во внимание
их взаимодействие. Взаимодействие между мембранами не будет рас-
сматриваться здесь, так как оно представляет собой отдельную про-
блему, выходящую за рамки настоящего курса.

8.1 Энергия мембраны

Как мы уже отметили, мембраны имеют малую толщину. В то же вре-
мя продольные размеры мембран могут быть весьма значительными.
Поэтому при изучении явлений, происходящих на макроскопических
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масштабах, мембраны могут считаться двумерными объектами. Та-
ким образом, с макроскопической точки зрения положение мембраны
в пространстве определяется некоторой поверхностью, которая может
быть как ограниченной, так и замкнутой. В последнем случае мем-
брана называется везикулой (vesicle). Везикула может иметь разные
топологические свойства. В простейшем случае она имеет топологию
сферы. Однако возможными являются и поверхности, которые полу-
чаются добавлением “ручек” к поверхности топологии сферы (тор и
так далее) [36]. Энергия мембраны может быть записана, как двумер-
ный интеграл, идущий по определяющей ее форму поверхности. По-
следнее утверждение справедливо при отсутствии механизмов, приво-
дящих к нелокальным вкладам в энергию. Это заведомо справедливо
для изотропных мембран (в которых отсутствует внутренний порядок,
как в жидкостях). Только такие мембраны и будут здесь обсуждаться.

Характерной особенностью мембран является аномально малая ве-
личина поверхностного натяжения. Это свойство легко понять, если
представить себе мембрану в форме листа. При изменении расстояний
между составляющими мембрану молекулами площадь листа изменя-
ется. Таким образом, площадь мембраны S является свободным пара-
метром, и в равновесии выполняется условие dF/dS = 0, где F – сво-
бодная энергия мембраны. Но это условие как раз и означает нулевую
величину поверхностного натяжения. Конечно, флуктуационно может
возникать ненулевое поверхностное натяжение, для этого должно по-
явиться отклонение плотности мембраны (числа молекул на единицу
поверхности) от равновесного значения (соответствующего нулевому
поверхностному натяжению). Поверхностное же натяжение везикулы
в силу известных ограничений (например, из-за фиксированной вели-
чины объема жидкости внутри везикулы с топологией сферы) может
оказаться и ненулевым даже в основном состоянии. Но в любом слу-
чае величина этого поверхностного натяжения является чрезвычайно
малой.

Из-за аномально малого значения поверхностного натяжения мем-
браны весьма “мягкими” оказываются флуктуации, связанные с из-
менением формы мембраны. Для их описания следует ввести энер-
гию (функционал Ландау), который “знает” о кривизне мембраны. Мы
будем рассматривать только симметричные мембраны (обе стороны
такой мембраны эквивалентны). Тогда в разложении поверхностной
плотности энергии по кривизне могут присутствовать только четные
члены. Главными вкладами в энергию мембраны являются следующие
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два слагаемых [37, 38]

FH =
κ

2

∫
dS

(
1

R1
+

1
R2

)2

, (8.1)

FG = κ̄

∫
dS

1
R1R2

, (8.2)

где интегрирование производится по поверхности, определяющей фор-
му мембраны. Здесь R1 и R2 – локальные радиусы кривизны мембра-
ны, а факторы κ и κ̄ называются изгибными модулями (или модулями
Хельфриха). Произведение R−1

1 R−1
2 является Гауссовой кривизной по-

верхности, а комбинация R−1
1 + R−1

2 обычно называется ее средней
кривизной.

Заметим, что вклад в энергию (8.2) является топологическим ин-
вариантом. Действительно, для замкнутой поверхности интеграл по
ней от ее Гауссовой кривизны равен 4π(1 − ge), где ge – так называе-
мый генус, то есть число “ручек”, которое должно быть присоединено к
сфере для того, чтобы получить поверхность данной топологической
структуры (например, для тора ge = 1). Это число (генус) зависит
от топологии, но не зависит от конкретной формы поверхности. По-
этому при непрерывных деформациях везикулы, не затрагивающих ее
топологии, вклад в энергию (8.2) не играет никакой роли. С другой
стороны, можно поставить вопрос о деформациях везикул, приводя-
щих к изменению их топологии (генуса). Для такого рода процессов
вклад в энергию (8.2) будет играть существенную роль.

Как мы уже упомянули, в дополнение к энергии (8.1,8.2), связанной
с кривизной мембраны, следует ввести энергию, связанную с флуктуа-
циями поверхностной плотности молекул ns, составляющих мембрану.
Мы будем отсчитывать ns от равновесного значения n0, соответству-
ющего нулевому поверхностному натяжению. Тогда главный вклад в
энергию, связанный с флуктуациями ns, имеет следующий вид

Fn =
1
2

∫
dS Bν2 . (8.3)

Здесь ν = (ns − n0)/n0 является относительным отклонением поверх-
ностной плотности молекул от равновесного значения, а фактор B
имеет смысл обратной сжимаемости мембраны. Поясним связь энер-
гии (8.3) с поверхностным натяжением. Для этого предположим, что
мембрана является плоским листом, а также является однородной. То-
гда Fn = (SB/2)ν2, где S – площадь мембраны. Пусть величина этой
площади изменяется на dS. Тогда изменение ns можно найти из соот-
ношения ns = N/S, где N – число молекул мембраны (которое фикси-
ровано). Вычисляя затем изменение энергии, мы находим для поверх-
ностного натяжения σ = dFn/dS = −Bν. Эта величина действительно
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обращается в ноль при ns = n0, а знак минус в этом выражении связан
с тем, что поверхностное натяжение мембраны растет при увеличении
ее плотности.

Для мембранного листа энергия (8.1) достигает минимума в случае
плоской геометрии. Поэтому по крайней мере небольшие части мем-
браны можно считать плоскими. При нулевом поверхностном натяже-
нии тепловые флуктуации приводят к тому, что разрушаются корре-
ляции ориентаций мембраны на расстояниях больше, чем некоторый
масштаб, который называется персистентной длиной [39]. Ниже мы
оценим персистентную длину Rc. Здесь же только отметим, что на
шкалах больших, чем персистентная длина, мембрана ни в каком при-
ближении не может считаться плоской: она обладает сложной формой,
хаотически меняющейся со временем.

Приступим к количественному анализу флуктуаций формы мем-
браны. Для этого необходимо прежде всего ввести некоторую парамет-
ризацию поверхности, которая задает форму мембраны. Имея в виду
описание везикул, которые могут иметь довольно сложную форму, мы
стартуем с максимально общей параметризации поверхности Φ(r) = 0,
где Φ – некоторая функция трех координат. Тогда для единичного век-
тора, перпендикулярного к поверхности, имеет место выражение

li =
∇iΦ
|∇Φ| . (8.4)

Величина l, формально определенная на всем пространстве, имеет
смысл, конечно, только на поверхности Φ = 0. С помощью введенных
величин энергия (8.1,8.2) переписывается следующим образом

∫
d3r δ(Φ)|∇Φ|

{κ

2
(∇ili)2 +

κ̄

2
[
(∇ili)2 −∇ilk∇kli)

]}
. (8.5)

Отметим, что выражения (8.4,8.5) инвариантны относительно за-
мены Φ → f(Φ), где f – произвольная функция, удовлетворяющая
условию f(0) = 0. Для выражения (8.4) это проверяется непосред-
ственно. Для выражения (8.5) это следует из двух свойств. Во-первых,
относительно замены Φ → f(Φ) инвариантен множитель δ(Φ)|∇Φ|. Во-
вторых, в (8.5) входят производные от l только вдоль поверхности,
которые не зависят от способа продолжения l в направлении, перпен-
дикулярном поверхности. Последнее свойство следует из того, что∇i в
(8.5) может быть заменено на ∇⊥i = ∇i−lilj∇j . Например, ∇⊥i li = ∇ili
в силу условия l2 = 1.

Далее мы изучаем флуктуации, считая, что в нулевом приближе-
нии мембрану можно считать плоской, то есть мы будем изучать мем-
бранный лист или везикулу на масштабах, гораздо меньше ее разме-
ров. Выберем систему координат таким образом, чтобы равновесное
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положение мембраны совпадало с плоскостью X−Y . Тогда естествен-
но параметризовать отклонения мембраны от равновесной формы ее
смещением u вдоль оси Z, это смещение является функцией x, y. Со-
ответствующая функция Φ записывается следующим образом

Φ = z − u(x, y) . (8.6)

Отметим аналогию с описанием смектиков (смотри лекцию 6): мы
параметризуем мембрану, как единичный смектический слой. Тако-
го сорта параметризация может быть использована для произвольной
пленки (толщина которой является пренебрежимо малой).

В терминах параметризации (8.6) единичный вектор (8.4), перпен-
дикулярный к поверхности, имеет следующие компоненты

lα = − ∇αu√
1 + (∇u)2

, lz =
1√

1 + (∇u)2
. (8.7)

Здесь греческий индекс α пробегает два значения x и y. Подставляя
выражение (8.7) в (8.5), мы находим

FH =
κ

2

∫
dx dy

√
1 + (∇u)2

[
∇α

∇αu√
1 + (∇u)2

]2

. (8.8)

Заметим, что выражение (8.8) не предполагает малости флуктуаций u,
то есть является формально точным. Однако это выражение предпо-
лагает отсутствие “перегибов”, то есть однозначность функции u(x, y),
которую гарантирует только малость флуктуаций u.

Предположим теперь, что поверхностное натяжение мембраны σ не
равно нулю. Например, можно представить себе, что мембрана натяну-
та (как мыльная пленка) на некоторую рамку, которая имеет площадь
несколько больше, чем равновесная площадь мембраны. Тогда мем-
брана будет растянута и ее поверхностное натяжение σ = −Bν будет
положительным. Поскольку флуктуации происходят при постоянном
числе молекул N =

∫
dS n, для их описания надо использовать энер-

гию (8.3), в которую надо включить N с Лагранжевым множителем,
который мы обозначаем λ:

Fn =
∫

dS

[
1
2
B

(n− n0)2

n2
0

− λn

]
. (8.9)

Флуктуации формы мембраны являются относительно медленными,
и потому n успевает подстраиваться под текущую форму мембраны,
оставаясь при этом однородным. Поэтому следует взять минимум энер-
гии (8.9) по n, что дает λ = B(n − n0)/n2

0 = −σ/n0. Подставляя это
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выражение в (8.9) и учитывая предполагаемую малость ν, мы получа-
ем эффективную энергию Fσ = σS. В терминах смещения u

Fσ = σ

∫
dx dy

√
1 + (∇u)2 . (8.10)

8.2 Флуктуации мембран
Стартуя с выражения (8.8), можно сформулировать теорию возмуще-
ний по u для вычисления различных корреляционных функций. При
этом вклад FG, как топологический инвариант, не входит в эту теорию
возмущений. Раскладывая энергию (8.8), мы находим член второго по-
рядка

F (2) =
κ

2

∫
dx dy (∇2u)2 , (8.11)

который определяет затравочное значение корреляционных функций
u. Они сводятся к парной корреляционной функции

〈u(x, y)u(0, 0)〉0 =
∫

d2q

(2π)2
T

κq4
exp(iqxx + iqyy) . (8.12)

Обратим внимание на то, что интеграл в (8.12) расходится на малых
q. Это означает, что основной вклад в корреляционную функцию

〈u(x, y)u(0, 0)〉
вносят самые крупномасштабные флуктуации, с волновыми векторами
порядка обратного продольного размера мембраны.

Оценим, основываясь на (8.11), персистентную длину Rc. Для этого
мы должны рассмотреть корреляционную функцию 〈l(r1)l(r2)〉, кото-
рая определяет корреляции ориентации различных участков мембра-
ны, и найти характерную длину, на которой эта корреляция исчезает.
Подставим выражения (8.7) в 〈l(r1)l(r2)〉 и разложим результат по u
(считая флуктуации u малыми). Первые два члена разложения имеют
вид

〈l(r1)l(r2)〉 ≈ 1− 1
2

〈
[∇αu(x1, y1)−∇αu(x2, y2)]

2
〉

. (8.13)

Используя теперь выражение (8.12) для парной корреляционной функ-
ции, мы находим

1
2

〈
[∇αu(x, y)−∇αu(0, 0)]2

〉
0

=
∫

d2q

(2π)2
T

κq2

(
1− eiqxx+iqyy

) ≈ T

2πκ
ln

(
Λ

√
x2 + y2

)
. (8.14)
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Здесь Λ – ультрафиолетовая обрезка (обратная толщина мембраны).
Обратим внимание на то, что в данном выражении нет никаких расхо-
димостей на малых q. Теория возмущений для корреляционной функ-
ции 〈l(r1)l(r2)〉 разрушается тогда, когда поправка (8.14) становится
порядка единицы. Отсюда мы получаем для персистентной длины Rc

следующую оценку [39]

ln(ΛRc) ∼ κ/T . (8.15)

Оценка (8.15) имеет смысл при малом значении T/κ (иначе отсутству-
ет область применимости теории возмущений). В дальнейшем отноше-
ние T/κ предполагается малым Это условие выполняется для реаль-
ных мембран, где T/κ ∼ 10−2.

Если поверхностное натяжение мембраны отлично от нуля, то необ-
ходимо включить в рассмотрение эффективную энергию (8.10). Во
втором порядке по u она дает

F (2)
σ =

σ

2

∫
dx dy (∇u)2 . (8.16)

Добавляя вклад (8.16) к энергии (8.11) мы находим энергию второго
порядка, которая дает

〈u(x, y)u(0, 0)〉0 =
∫

d2q

(2π)2
T

κq4 + σq2
exp(iqxx + iqyy) , (8.17)

вместо (8.12). В этом выражении сохраняется расходимость на малых
q, однако она теперь является только логарифмической. Другими сло-
вами, наличие поверхностного натяжения подавляет флуктуации мем-
браны на больших масштабах.

Чтобы построить регулярную теорию возмущений, необходимо при-
нять во внимание высшие члены разложения энергии (8.8) по u. Сле-
дующим за (8.11) является вклад четвертого порядка

F (4) =
κ

2

∫
dx dy

{
1
2
(∇u)2(∇2u)2 +∇αu(∇u)2∇α∇2u

}
, (8.18)

где во втором члене мы проинтегрировали по частям. Вклад (8.18) по-
рождает поправки к корреляционным функциям u, которые задаются
диаграммами с четверными вершинами. Каждой вершине сопоставля-
ется множитель, определяемый (8.18), а каждой линии сопоставляется
затравочная парная корреляционная функция u (8.12) или (8.17).

Первая поправка к парной корреляционной функции u определя-
ется однопетлевой диаграммой, приведенной на рисунке 8.1, где ли-
нии представляют собой затравочное значение парной корреляционной
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Рис. 8.1: Первая поправка к парной корреляционной функции u.

функции u. Как обычно, петлю на этой диаграмме можно интерпрети-
ровать, как вклад в собственно-энергетическую функцию Σ, которая
определяется в соответствии с выражением

〈u(x, y)u(0, 0)〉 =
∫

d2q

(2π)2
T

κq4 + σq2 − Σ
exp(iqxx + iqyy) , (8.19)

вместо (8.17). Выражение для собственно-энергетической функции, со-
ответствующее приведенной однопетлевой диаграмме, имеет вид

Σ(q) =
3
2
κq4

∫
d2k

(2π)2
Tk2

κk4 + σk2
+

3
2
κq2

∫
d2k

(2π)2
Tk4

κk4 + σk2
. (8.20)

Сравнивая (8.20) с (8.19), мы заключаем, что первое слагаемое в (8.20)
дает ренормировку модуля κ, которая носит логарифмический харак-
тер:

∆κ = −3T

4π
ln (ΛRσ) , Rσ =

√
κ/σ . (8.21)

Второе же слагаемое в (8.20) дает вклад в поверхностное натяжение.
Соответствующий вклад является ультрафиолетовым, то есть опреде-
ляется большими волновыми векторами, а потому не может быть вы-
числен в рамках длинноволновой теории. Здесь ситуация оказывается
такой же, как и для фазовых переходов, где точка перехода не может
быть вычислена в рамках длинноволновой теории. Точно также, как
ультрафиолетовые вклады включались в переопределение точки пе-
рехода, ультрафиолетовые вклады (типа найденного выше) должны
включаться в переопределение поверхностного натяжения мембраны.

Аналогичным образом могут быть проанализированы и многопет-
левые вклады в Σ, обязанные члену (8.18). Все они содержат лога-
рифмические слагаемые, которые можно интерпретировать, как ре-
нормировку κ. Далее, мы должны принять во внимание высшие чле-
ны разложения (8.8) по u (члены шестого, восьмого и так далее по-
рядков). Они приведут к дополнительным поправкам к парной кор-
реляционной функции u, которые также содержат логарифмические
слагаемые. Таким образом, возникает проблема суммирования глав-
ной логарифмической последовательности вкладов в корреляционные
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функции. Естественным путем решения подобного рода задач явля-
ется ренорм-группа. В данном случае ситуация осложняется наличи-
ем бесконечного набора вершин. Эта ситуация напоминает проблему
с двумерным ферромагнетиком (смотри лекцию 7). Там специально
надо было заботиться о вращательно инвариантном способе разделе-
ния быстрых и медленных переменных. К счастью, для мембран та-
кой проблемы не возникает. Это связано с тем, что при произвольном
способе разделения переменных на быстрые и медленные после инте-
грирования по быстрым переменным сохраняется симметрия функци-
онала Ландау относительно перепараметризации Φ → f(Φ), которая
однозначно диктует форму функционала (8.5).

Поясним это утверждение. Прежде всего, произведем элементар-
ный шаг РГ-процедуры, разделив переменные на быструю и медлен-
ную компоненты и проинтегрировав по последней. Это можно сделать
прямо на языке функции Φ, одним из возможных реализаций которой
является (8.6). А именно, функционал Ландау для медленной части
Φ′ записывается в виде интеграла по быстрому полю Φ̃:

exp
[
−F

′(Φ′)
T

]
=

∫
DΦ̃ exp

[
−F(Φ′ + Φ̃)

T

]
. (8.22)

Далее, функционал Ландау F(Φ′+Φ̃) инвариантен относительно заме-
ны Φ′+Φ̃ → f(Φ′+Φ̃). Производя эту замену и переходя от интегриро-
вания по Φ̃ к интегрированию по f̃ = f(Φ′+Φ̃)−f(Φ′), мы получаем в
правой части (8.22) интеграл, который сводится к exp{−F ′[f(Φ′)]/T}.
Таким образом, медленный функционал Ландау F ′(Φ′) также оказы-
вается инвариантным относительно замены Φ′ → f(Φ′). Учитывая так-
же, что при интегрировании по быстрым полям получается локальное
выражение, мы приходим к выводу, что F ′(Φ′) является интегралом
по поверхности Φ′ = 0 от производных от l вдоль поверхности, так как
только такие объекты инвариантны относительно замены Φ′ → f(Φ′).
Во втором порядке по обратной кривизне (когда в F имеются чле-
ны, содержащие две пространственные производные от l) возможные
вклады в функционал Ландау исчерпываются двумя, перечисленными
в (8.5). Таким образом, выражение (8.5) автоматически воспроизводит-
ся при исключении быстрых переменных.

Это свойство сильно облегчает получение РГ-уравнений. Во-первых,
имеется только два модуля, κ и κ̄, для которых эти РГ-уравнения
должны быть найдены. А во-вторых, достаточно ограничиться низши-
ми членами разложения функционала Ландау (8.8) по u. Это означает,
что в соотношении (8.22) в F ′ достаточно удержать члены второго по-
рядка по u′, а в F достаточно удержать члены второго порядка как по
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u′, так и по ũ. В результате мы получаем

F → F (2)(u) + F (2)(u′) + Fint ,

где

Fint =
κ

2

∫
dx dy

[
1
2
(∇ũ)2(∇2u′)2 +∇αu′(∇ũ)2∇α∇2u′

+2∇αũ(∇u′∇ũ)∇α∇2u′
]

+ . . . , (8.23)

а многоточием обозначены несущественные члены. Поправка к функ-
ционалу Ландау для медленных переменных равна F ′(u′) − F(u′) =
〈Fint〉0, где среднее берется по быстрым переменным с весом, опре-
деляемым (8.11), то есть парная корреляционная функция быстрого
поля ũ равна в Фурье-представлении T/κq4. Следовательно,

〈∇αũ∇βũ〉0 =
T

4πκ
ln

(
Λ
Λ′

)
δαβ , (8.24)

где Λ′ – наименьший волновой вектор быстрого поля ũ. В соответствии
с (8.23,8.24) мы находим ∆κ = −3T/(4π) ln(Λ/Λ′). Таким образом мы
получаем РГ-уравнение [40]

dκ

dξ
= −3T

4π
, (8.25)

где ξ = ln(Λ/Λ′). Как следует из (8.25), роль “инвариантного заряда”
(безразмерной константы связи) играет следующая величина

g =
3T

4πκ
. (8.26)

Для применимости теории возмущений константа связи g должна быть
малой, g ¿ 1.

Из соотношений (8.25,8.26) следует уравнение

dg

dξ
= g2 . (8.27)

Таким образом, как и для n-поля, мы сталкиваемся с ситуацией, ко-
торая в квантовой теории поля называется “асимптотической свобо-
дой” [18], когда безразмерная константа связи растет при увеличении
масштаба. Можно сказать, что взаимодействие с малыми масштаба-
ми делает мембрану более мягкой на больших масштабах. Решением
уравнения (8.27) является

g =
g0

(1− g0ξ)
. (8.28)
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Здесь g0 – коротковолновое значение константы связи. Необходимым
условием применимости нашей теории, основанной на теории возмуще-
ний, является g0 ¿ 1. Условие g ¿ 1 означает, что наша теория рабо-
тает вплоть до масштабов L, определяемых g0 ln(ΛL) ∼ 1. Вспоминая
соотношение (8.15) (где надо брать коротковолновое значение κ), мы
приходим к выводу, что теория возмущений работает в промежутке
масштабов между молекулярной длиной и персистентной длиной.

Определим теперь РГ-уравнение для поверхностного натяжения σ,
которое входит в энергию (8.10). Для того, чтобы найти ренормиров-
ку σ, достаточно разложить энергию (8.10) до второго порядка по ũ,
в результате чего получается (8.16) с u → ũ. Теперь мы в соответ-
ствии с (8.22) находим поправку F ′σ−Fσ, равную 〈F (2)

σ (ũ)〉0, где скобки
означают усреднение по быстрому полю. Используя (8.24), мы нахо-
дим 〈F (2)

σ (ũ)〉0 = Tσ/4π ln(Λ/Λ′)
∫

dx dy. Сравнивая это выражение с
затравочным значением σ

∫
dx dy, мы находим ∆σ = Tσ/4π ln(Λ/Λ′),

что дает следующее РГ-уравнение

dσ

dξ
=

g

3
σ . (8.29)

Сравнивая это уравнение с (8.27), мы приходим к выводу, что по-
верхностное натяжение растет с масштабом в соответствии с законом
σ ∝ g1/3.

Отметим, что при конечном значении поверхностного натяжения
ренормировка κ, σ заканчивается на масштабе Rσ, введенном в (8.21).
Таким образом, если Rc À Rσ, то g ¿ 1 на всех масштабах, и мы
всегда остаемся в рамках теории возмущений.

Наряду с ренормировкой κ и σ ренормируется также модуль κ̄. По-
скольку соответствующий вклад в энергию (8.2) является топологиче-
ским инвариантом, РГ-уравнение для κ̄ трудно получить, рассматри-
вая мембранный лист, так как это невозможно сделать без включения
в схему определенных граничных условий. Более простым представ-
ляется вычисление ренормировки κ̄ для везикул, для которых в силу
отсутствия границ нет проблемы граничных членов. Сам же закон ре-
нормировки κ̄ (идущий с малых масштабов) не зависит, разумеется, от
топологических свойств везикулы.

8.3 Вывод РГ-уравнений для везикулы

Мы приступаем к выводу РГ-уравнения для сдвигового модуля κ̄. Для
этого мы рассмотрим везикулу с топологией сферы. Это несколько
усложняет схему вычислений по сравнению с рассмотренным выше
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случаем мембранного листа. Но зато снимается проблема граничных
условий, что является ключевым моментом для рассмотрения члена
(8.2). Для везикулы с топологией сферы вклад (8.2) равен 4πκ̄, и не
зависит, как и следует, от конкретной формы везикулы. При исключе-
нии быстрых переменных из энергии (8.1) возникает дополнительный
вклад в свободную энергию, который и дает ренормировку κ̄. По хо-
ду дела мы воспроизведем и уравнение (8.25) для κ (убедившись тем
самым, что оно не зависит от топологии).

Будем считать, что везикула флуктуирует вблизи сферы радиуса
R. Тогда естественно параметризовать форму везикулы, введя зависи-
мость расстояния r от центра сферы до мембраны от азимутального
и полярного углов θ и ϕ, задающих соответствующее направление:
r = R + u(θ, ϕ). Можно сказать, что u является смещением мембра-
ны в радиальном направлении. Функция Φ для такой параметризации
равна Φ = r − R − u. Поэтому единичный вектор, перпендикулярный
к мембране, в соответствии с (8.4) записывается следующим образом

l = |∇Φ|−1

(
r

r
− ∂u

r

)
, |∇Φ| =

√
1 +

(∂u)2

r2
. (8.30)

Здесь мы ввели обозначение ∂u для производной u “вдоль углов”, ко-
торая перпендикулярна r и задается соотношениями

(∂u)2 ≡
(

∂u

∂θ

)2

+
1

sin2 θ

(
∂u

∂ϕ

)2

,

∂2u ≡ 1
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
.

Тогда вклад в энергию (8.1) записывается в виде интеграла по углам

FH =
κ

2

∫
do r2|∇Φ| (∇l)2 , (8.31)

где do = sin θ dθ dϕ и r = R + u.
Теперь мы собираемся произвести элементарный шаг РГ-процедуры,

разделяя поле u на медленную и быструю части u = u′ + ũ с тем,
чтобы проинтегрировать затем функцию распределения вероятности
флуктуаций по быстрому полю ũ. Как мы уже отмечали, в силу инва-
риантности функционала Ландау относительно перепараметризации
Φ → f(Φ) интегрирование по быстрому полю ũ автоматически вос-
производит выражение (8.31) для медленного поля u′. Поэтому, что-
бы найти законы ренормировки модулей κ и κ̄, достаточно сохранить
младшие члены разложения (8.31) по u′ и ũ. Реально достаточно знать
члены вплоть до четвертого порядка (суммарно по u′ и ũ). Поэтому
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сначала мы находим члены разложения (8.31) по u вплоть до четвер-
того порядка.

Раскладывая подынтегральное выражение в (8.31) до четвертого
порядка по u (при данном r) мы находим

FH ≈ 8πκ +
κ

2

∫
do

{
− 2

r2
(∂u)2 +

1
r2

(∂2u)2 − 2
r3

(∂u)2∂2u

+
5

2r4
(∂u)4 +

1
2r4

(∂u)2(∂2u)2 +
1
r4

∂∂2u∂u(∂u)2
}

,

где мы проинтегрировали по частям в некоторых членах. Раскладывая
затем r = R+u по u, мы находим члены второго, третьего и четвертого
порядка

F (2)
H =

κ

2R2

∫
do

[
(∂2u)2 − 2(∂u)2

]
, (8.32)

F (3)
H =

κ

R3

∫
do

[−u(∂2u)2 − (∂u)2∂2u
]

, (8.33)

F (4)
H =

κ

2R4

∫
do

{
3u2(∂2u)2 + 6u(∂u)2∂2u

+
5
2
(∂u)4 +

1
2
(∂u)2(∂2u)2 + ∂∂2u∂u(∂u)2

}
, (8.34)

где сохранены только главные члены по производной ∂.
Теперь мы должны подставить u = u′+ ũ и удержать члены второ-

го порядка по ũ (чего будет достаточно для вычисления однопетлевых
РГ-уравнений). Раскладывая (8.33) до второго порядка по ũ, мы на-
ходим

F (3)
int =

κ

R3

∫
do

{
∂2u′(∂ũ)2 − u′(∂2ũ)2 − 2∂u′∂ũ∂2ũ

}
. (8.35)

Аналогичное выражение может быть получено из (8.34) для F (4)
int . Да-

лее, мы вычисляем поправку к медленной части функционала Ландау

∆F (2)
H =

〈
F (4)

int

〉
− 1

2T

〈〈
F (3)

intF (3)
int

〉〉
,

где среднее вычисляется в соответствии с (8.32). Подставляя сюда вы-
ражения для F (3)

int и F (4)
int , мы получаем

∆F (2)
κ =

κ

2R4

∫
do

{
−3

2
〈(∂ũ)2〉(∂2u′)2

−3
2
〈(∂2ũ)2〉(∂u′)2 + (10− 8)(∂u′)2〈(∂ũ)2〉

}
. (8.36)
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Первые два члена и член с коэффициентом 10 в правой части (8.36)
происходят из

〈
F (4)

int

〉
, а член с коэффициентом −8 в правой части

(8.36) происходит из −
〈〈
F (3)

intF (3)
int

〉〉
/(2T ).

Переходя к представлению в виде суммы угловых гармоник, можно
найти

〈(∂ũ)2〉 =
R2T

2πκ
ln

Λ
Λ′

. (8.37)

Подставляя выражение (8.37) в (8.36) и сравнивая результат с (8.32),
мы находим, что первый член в подынтегральном выражении в (8.36)
дает ∆κ = −3T/(4π) ln(Λ/Λ′), что находится в соответствии с (8.25).
Однако выражение (8.36) обязано воспроизводить (8.32) во всех дета-
лях. Чтобы воспроизвести второй член в подынтегральном выражении
в (8.32), необходимо потребовать

〈(∂2ũ)2〉 = −R2T

3πκ
ln

Λ
Λ′

. (8.38)

Это необычное правило связано с тем фактом, что разбиение u = u′+ũ
производится для угловых гармоник с угловыми числами l, m, и, сле-
довательно, ограничение RΛ′ < l < RΛ формулируется для дискрет-
ного набора гармоник. Поэтому в среднем 〈(∂2ũ)2〉 наряду с главным
ультрафиолетовым вкладом (который включается в ренормировку по-
верхностного натяжения) имеется также и логарифмический вклад,
зафиксированный в (8.38).

Теперь мы можем найти поправку к свободной энергии, которая
возникает при интегрировании по быстрому полю ũ. В соответствии с
(8.32) эта поправка равна

∆F =
2πκ

R2

[〈(∂2ũ)2〉 − 2〈(∂ũ)2〉] .

Подставляя сюда (8.37) и (8.38) мы получаем ∆F = −(8/3)T ln(Λ/Λ′),
что дает поправку к свободной энергии везикулы, которая в нулевом
приближении по флуктуациям равна F = 4π(2κ+ κ̄). Поэтому найден-
ную поправку ∆F следует приравнять к 4π(2∆κ + ∆κ̄). Подставляя
сюда ∆κ = −3T/(4π) ln(Λ/Λ′) мы находим ∆κ̄ = 5T/(6π) ln(Λ/Λ′). Это
ведет к следующему РГ-уравнению [40]

dκ̄

dξ
=

5T

6π
. (8.39)

Можно сказать, что при исключении быстрых переменных κ̄ растет,
абсорбируя в себя их энтропию.
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Задачи
Задача 8.1

Во внешнем магнитном поле H имеется следующий анизотропный
вклад в энергию мембраны:

FH = −
∫

dS
α

2

[
3 (Hl)2 −H2

]
, (8.40)

где l – единичный вектор, перпендикулярный к мембране. Найти РГ-
уравнение для фактора α. Рассмотреть два случая: α > 0 и α < 0.

Решение задачи 8.1
Прежде всего, выражение (8.40) воспроизводится при ренормиров-

ке. Именно для выполнения этого свойства мы записали энергию (8.40)
в виде определенной (второй) угловой гармоники.

Сначала мы рассмотрим случай α > 0. При этом условии мини-
мум энергии (8.40) достигается, когда единичный вектор l параллелен
H, то есть мембрана перпендикулярна магнитному полю (и являет-
ся плоской). Поэтому имеет смысл рассматривать флуктуации мем-
браны, как отклонения ее от этой формы. Вводя координаты x, y в
плоскости, перпендикулярной магнитному полю H , мы переписыва-
ем выражение (8.40) в следующем виде

FH = −H2

∫
dx dy

α

2

[
3√

1 + (∇u)2
−

√
1 + (∇u)2

]
. (8.41)

Раскладывая подынтегральное выражение в (8.41) до второго порядка
по (∇u)2 и вычисляя среднее от получившегося выражения по быст-
рым флуктуациям, мы находим поправку −H2

∫
dx dy ∆α к нулевому

члену разложения (8.41), где

∆α

α
= − 〈

(∇ũ)2
〉

. (8.42)

Среднее здесь в соответствии с (8.12) пропорционально ln(Λ/Λ′). Кон-
вертируя эту поправку в РГ-уравнение, мы находим

dα

dξ
= −2

3
gα . (8.43)

Рассмотрим теперь случай α < 0. При этом условии минимум энер-
гии (8.40) достигается, когда единичный вектор l перпендикулярен
H, то есть мембрана параллельна магнитному полю. Поэтому име-
ет смысл рассматривать флуктуации мембраны, как отклонения ее
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от этой формы. Вводя координаты x, y в плоскости, соответствующей
равновесной форме мембраны, и направляя ось X вдоль магнитного
поля H , мы переписываем выражение (8.40) в следующем виде

FH = −H2

∫
dx dy

α

2

[
3(∂xu)2√
1 + (∇u)2

−
√

1 + (∇u)2
]

. (8.44)

Раскладывая подынтегральное выражение в (8.44) до второго порядка
по (∇u)2 и вычисляя среднее от получившегося выражения по быст-
рым флуктуациям, мы находим поправку H2

∫
dx dy ∆α/2 к нулевому

члену разложения (8.44), где ∆α определяется тем же выражением
(8.42). В результате мы приходим к тому же РГ-уравнению (8.43).

Таким образом, РГ-уравнение для фактора α не зависит от его
знака.

Задача 8.2
Упругая энергия мембраны имеет вид

Fel =
∫

dS
B

2
(ns − n0)2

n2
0

, (8.45)

где B – модуль упругости, ns – поверхностная плотность молекул, а
n0 – равновесное значение ns. Найти РГ-уравнение для n0 и модуля
B. Ответ выразить через инвариантный заряд g.

Решение задачи 8.2
Среднее значение плотности мембраны n0 определяет общее число

молекул мембраны N :

N =
∫

dx dy
√

1 + (∇u)2 n0 .

Произведя в этом интеграле исключение мелкомасштабных перемен-
ных, мы получаем для n0 такое же РГ-уравнение, как и (8.29) для
поверхностного натяжения σ

dn0

dξ
=

1
3
gn0 . (8.46)

Смысл этого уравнения заключается в том, что величина площади
мембраны зависит от “разрешения”, с которым мы ее рассматриваем.
При исключении мелкомасштабных степеней свободы “сглаживаются”
мелкие выступы, в результате чего площадь мембраны уменьшается.
Соответственно, увеличивается плотность мембраны, что и отраже-
но в уравнении (8.46). Аналогично (8.46) ренормируется и локальное
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значение плотности мембраны ns. Поэтому безразмерная комбинация
(ns−n0)2/n2

0 в выражении (8.45) остается при ренормировке неизмен-
ной. Имея это в виду, мы находим для модуля B РГ-уравнение

dB

dξ
=

1
3
gB ,

опять-таки в полной аналогии с выводом РГ-уравнения (8.29) для по-
верхностного натяжения σ.

Задача 8.3
Если мембрана является асимметричной (то есть если ее поверх-

ности не эквивалентны), то наряду с энергией (8.1,8.2) имеется также
следующий вклад в энергию мембраны

Fas =
∫

dS µ

(
1

R1
+

1
R2

)
, (8.47)

Найти ренорм-групповое уравнение для коэффициента µ, предпола-
гая, что Fas является малой поправкой к (8.1,8.2).

Решение задачи 8.3
В координатах энергия (8.47) записывается следующим образом

Fas = −
∫

dx dy µ
√

1 + (∇u)2∇α

[
∇αu√

1 + (∇u)2

]
.

Раскладывая эту энергию, мы находим члены первого и третьего по-
рядка по u.

F (1)
as = −

∫
dxdy µ∇2u ,

F (3)
as = −1

2

∫
dxdy µ

{
(∇u)2∇2u−∇α

[∇αu(∇u)2
]}

.

Подставляя разложение u → u′ + ũ в F (3)
as , удерживая в нем член вто-

рого порядка по ũ и усредняя результат по статистике быстрых пере-
менных, мы получаем

〈F (3)
as 〉 →

1
2

∫
dx dy µ∇2u′〈(∇ũ)2〉 .

Сравнивая этот результат с F (1)
as , мы находим следующее РГ-уравнение

dµ

dξ
= −1

3
gµ .



Лекция 9

Фазовый переход БКТ

Такие дефекты, как квантовые вихри, дислокации и дисклинации в
тонких пленках (которые могут считаться двумерными системами) яв-
ляются точечными объектами и могут поэтому производиться за счет
теплового движения (в то время, как в трехмерных системах поро-
дить, скажем, дислокацию за счет теплового движения практически
невозможно). Энергия такого единичного дефекта пропорциональна
логарифму размера образца. Поэтому при низких температурах про-
изводятся только связанные пары дефект-антидефект, так как энергия
этой пары конечна (не зависит от размера образца). При возраста-
нии же температуры плотность этих пар растет. Наряду с этим рас-
тет энтропия единичного дефекта, которая также пропорциональна
логарифму размера образца. Поэтому при некоторой температуре Tc

произведение TS (где S – энтропия дефекта) становится больше, чем
энергия дефекта. Выше Tc в пленке спонтанно возникают одиночные
дефекты, которые разрушают дальние корреляции параметра порядка
в пленке. Поэтому при T = Tc происходит фазовый переход, например,
переход сверхтекучая-нормальная жидкость в пленке гелия-4. Этот
переход был впервые изучен Березинским [41], а затем исследован Ко-
стерлицем и Таулессом [42]. По первым буквам фамилий упомянутых
авторов мы будем называть его переходом БКТ. Теми же характери-
стиками обладает фазовый переход в двумерных планарных магнети-
ках. Упомянем обзоры [43, 44, 45, 46, 47], посвященные переходу БКТ.
Отметим, что фазовые переходы того же типа должны наблюдаться
при нагреве двумерных кристаллов. А именно, сначала кристалл дол-
жен превращаться в так называемую гексатическую фазу, которая за-
тем плавится в жидкость [48, 49]. Эти переходы связаны с появлением
распаренных дислокаций и дисклинаций, соответственно.

136
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9.1 Производящий функционал
Для определенности мы будем говорить о переходе свертекучая-нор-
мальная жидкость. Сверхтекучая скорость гелия-4 равна vs = ~∇φ/m,
где φ – фаза параметра порядка, а m – масса атома гелия-4. Вокруг
вихря, расположенного в точке rj , сверхтекучая скорость следующим
образом зависит от координат

vsα = nj~
εβα(rβ − rj,β)

m|r − rj |2 . (9.1)

Здесь nj – целое число (“заряд” вихря), что обеспечивает кратность
2π интеграла

∮
dr∇φ, взятого по контуру, обходящему вихрь. В точ-

ке расположения вихря его фаза φ не определена (однако сам пара-
метр порядка остается хорошо определенным во всем пространстве,
поскольку в точке расположения вихря он обращается в ноль). Сверх-
текучая скорость пленки является суммой вкладов (9.1) от всех вихрей
с добавлением гладкой (безвихревой) составляющей:

vs,α(r) =
∑

j

nj~
m

εβα(rβ − rj,β)
|r − rj |2 +

~
m
∇αφ0 . (9.2)

Завихренность сверхтекучей скорости ω равна

ω = εγα∇γvs,α =
∑

j

2πnj
~
m

δ(r − rj) . (9.3)

Таким образом, завихренность имеет δ-образные особенности в точках
расположения вихрей.

Энергия, связанная со сверхтекучей скоростью, записывается в сле-
дующем виде

Fs =
∫

d2r
ρs

2
v2

s , (9.4)

где ρs – двумерная сверхтекучая плотность. Она является функцией
температуры: при T = 0 значение ρs совпадает с полной двумерной
плотностью массы пленки, и при увеличении температуры ρs умень-
шается за счет роста числа возбуждений типа фононов. Строго говоря,
выражение (9.4), предполагающее однородность абсолютной величины
параметра порядка |ψ|, перестает работать вблизи точки расположе-
ния вихря, где |ψ| существенно зависит от расстояния до точки рас-
положения вихря. Об этой области обычно говорят, как о ядре вихря.
Ядро вихря следует рассматривать отдельно, вне рамок приближения
(9.4). Отметим, что обратный размер ядра Λ играет роль ультрафио-
летовой обрезки, определяя предельное значение волновых векторов в
Фурье-разложении vs.
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Вернемся теперь к физической картине перехода, связанной с воз-
можностью спонтанного появления одиночных вихрей. Как следует из
(9.1,9.4), энергия единичного вихря равна

E =
πρs~2

m2
ln(ΛL) ,

где L – размер образца, и мы использовали выражение для сверхтеку-
чей скорости вокруг вихря с nj = ±1, что соответствует минимальной
энергии вихря. Энтропию же вихря S можно оценить следующим обра-
зом. Вихрь может занимать любую из (ΛL)2 “клеточек”, а его энтропия
равна логарифму числа клеточек, то есть S = 2 ln(ΛL). Приравнивая
теперь TS к энергии вихря E, выписанной выше, мы получаем соот-
ношение

ρs =
2m2T

π~2
(9.5)

При ρs > 2m2T/(π~2) свободная энергия вихря E−TS положительна,
и потому одиночные вихри не могут возникать за счет теплового дви-
жения. При меньших же значениях ρs одиночные вихри могут спонтан-
но рождаться, что означает неустойчивость сверхтекучего состояния
жидкости. Поэтому сверхтекучее состояние с ρs < 2m2T/(π~2) оказы-
вается невозможным. Таким образом, при увеличении температуры ρs

сначала уменьшается, оставаясь конечной (что соответствует сверхте-
кучей фазе), а затем, достигнув величины (9.5), скачком обращается
в ноль (что соответствует переходу в нормальное состояние) [50].

Обратимся теперь к произвольной системе вихрей. Подставляя (9.2)
в (9.4) и отдельно учитывая области вблизи вихрей (их ядра), мы по-
лучаем

Fs =
∫

d2r
ρs~2

2m2
(∇φ0)2 + Fvort , (9.6)

Fvort = −π
∑

i 6=j

ρs~2

m2
ninj ln(Λrij) +

∑

i

µ(ni) . (9.7)

Первое слагаемое в (9.6) – энергия гладкой (безвихревой) составляю-
щей скорости, а Fvort – энергия, связанная с вихрями. Факторы µ(nj)
в (9.7) представляют энергию ядер вихрей, которая зависит, конеч-
но, от “заряда” вихря. Отметим, что в (9.6) отсутствует перекрест-
ный член, так как вихревой вклад в сверхтекучую скорость является
бездивергентным, что легко проверить, вычислив дивергенцию скоро-
сти (9.1). Поскольку энергия, связанная с вихрями, и энергия, связан-
ная с гладкой составляющей сверхтекучей скорости, разделяются, эти
две составляющие можно рассматривать отдельно, независимо друг
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от друга. В дальнейшем мы будем интересоваться только вихревой
составляющей vs, определенной первым членом в выражении (9.2).

Корреляционные функции вихревой составляющей сверхтекучей
скорости могут быть выражены через корреляционные функции за-
вихренности (9.3). Полную информацию о последних несет в себе про-
изводящий функционал

Z(σ) =
〈

exp
{

i
m

2π~

∫
d2r σω

}〉
, (9.8)

где σ – произвольная функция координат. Корреляционные функции
завихренности (9.3) получаются, как коэффициенты разложения Z по
полю σ. Усреднение в (9.8) означает, что с весом exp[(F − Fvort)/T ]
надо просуммировать по “зарядам” вихрей (целым числам) nj при за-
данном числе вихрей N , а также по N от нуля до бесконечности, и
проинтегрировать по координатам всех вихрей:

Z(σ) =
∑

N,nj

1
N !

∏

j

∫
Λ2 d2rj exp {inj [σ(rj)]} exp[(F −Fvort)/T ] . (9.9)

Свободная же энергия F определяется из условия нормировки функ-
ции распределения:

exp(−F/T ) =
∑

N,nj

1
N !

∏

j

∫
Λ2 d2rj exp(−Fvort/T ) . (9.10)

Множитель Λ2 введен в соотношения (9.9,9.10) с тем, чтобы обезраз-
мерить интегрирование по координатам.

Сформулированное выше представление для средних, опирающее-
ся на представление о дискретных “частицах”, не слишком удобно для
анализа. Удобнее иметь дело с “полевым” представлением, которое ис-
пользовалось нами ранее, в предыдущих лекциях. Поэтому ниже мы
производим формальные преобразования, имеющие своей целью све-
сти задачу к “полевой”.

Вихревая составляющая сверхтекучей скорости может быть запи-
сана как εαβ∇βΦ. В терминах “потенциала” Φ соотношение (9.3) пере-
писывается в следующем виде

∇2Φ = −
∑

j

2πnj
~
m

δ(r − rj) , (9.11)

напоминающем уравнение для электростатического потенциала точеч-
ных зарядов. Это соотношение является основанием для так называе-
мой электростатической аналогии, когда вихри рассматриваются, как
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точечные заряды. Тогда выражение (9.7) является естественным след-
ствием логарифмического характера взаимодействия точечных заря-
дов в двумерии. Возвращаясь к исходному выражению для энергии,
связанной со сверхтекучей скоростью, мы можем записать

Fvort =
∫

d2r
ρs

2
(∇Φ)2 +

∑

i

µ(ni) , (9.12)

где в интеграле исключены ядра вихрей, а связанная с ними энергия
учитывается отдельно.

Перепишем теперь Гиббсовский фактор, определяемый энергией
(9.12), в виде функционального интеграла по “потенциалу” Φ и вспо-
могательному полю ϑ:

exp (−Fvort/T ) =
∫
DϑDΦ exp(U) , (9.13)

U = − 1
T

∫
d2r

ρs

2
(∇Φ)2 + i

∫
d2r

m

2π~
ϑ∇2Φ

+i
∑

j

njϑ(rj)− T−1
∑

j

µ(nj) .

Здесь интеграл по полю ϑ производит функциональную δ-функцию,
гарантирующую выполнение условия (9.11), а интеграл по Φ “снимает”
эту δ-функцию. Беря в приведенном выше выражении Гауссов инте-
грал по Φ, мы находим для exp(−Fvort/T ) выражение

∫
Dϑ exp



−

∫
d2r

α

2
(∇ϑ)2 + i

∑

j

njϑ(rj)− T−1
∑

j

µ(nj)



 .

Здесь мы ввели обозначение

α =
( m

2π~

)2 T

ρs
. (9.14)

Подставляя выражение (9.13) для Гиббсовского фактора в (9.9),
мы получаем

Z(σ) =
∫
Dϑ exp [(F −Hσ)/T ] , (9.15)

где

exp(−Hσ) = exp
{
−

∫
d2r

α

2
(∇ϑ)2

}
(9.16)

×
∑ 1

N !

∏

j

∫
Λ2d2rj exp

{
inj [ϑ(rj) + σ(rj)]− µ(nj)

T

}
.
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Напомним, что суммирование здесь ведется по “зарядам” вихрей nj

при заданном числе вихрей N , а также по N от нуля до бесконечно-
сти. Отметим, что из выражения (9.16) следует, что функционал H
инвариантен относительно преобразования ϑ → ϑ + 2π, так как nj

являются целыми числами.
В дальнейшем мы будем считать, что возбуждаются только вихри

с nj = ±1. Это означает, что выполняется неравенство µ À T , которое
приводит к выводу, что вероятность возбуждения вихрей с |nj | > 1
гораздо меньше, чем с |nj | = 1 (поскольку энергия ядра вихря при
|nj | = 1 меньше, чем при |nj | > 1). Сохраняя в (9.16) только члены с
nj = ±1, мы получаем

exp(−H) = exp
{
−

∫
d2r

α

2
(∇ϑ)2

}

×
∞∑

N=0

1
N !

{∫
Λ2d2r 2 exp(−µ/T ) cos [ϑ(r)]

}N

,

где µ = µ(1) и H равен Hσ при σ = 0. Суммируя далее по N , мы
получаем

H =
∫

d2r
{α

2
(∇ϑ)2 − β cos(ϑ)

}
, (9.17)

где β = 2Λ2 exp(−µ/T ). Таким образом, мы приходим к выражению,
которое, как и следует, является периодическим по ϑ.

Подставляя выражение (9.17), в которое следует добавить член с
полем σ, в (9.15), мы получаем искомое “полевое” представление для
производящего функционала корреляционных функций завихренно-
сти:

Z(σ) =
∫
Dϑ exp

{
−

∫
d2r

[α

2
(∇ϑ)2 − β cos(ϑ + σ)

]}
. (9.18)

Раскладывая правую часть (9.18) до второго порядка по σ, мы полу-
чаем следующее выражение для парной корреляционной функции

( m

2π~

)2

〈ω(r1)ω(r2)〉 = β〈cosϑ〉δ(r1 − r2)

−β2 〈sin[ϑ(r1)] sin[ϑ(r2)]〉 . (9.19)

Здесь усреднение происходит с весом exp(F/T − H), где H определя-
ется (9.17). Аналогичные выражения можно получить и для высших
корреляционных функций завихренности ω.

Схема, изложенная выше, была основана на “каноническом” рас-
пределении вихрей, когда относительное число вихрей с положитель-
ным и отрицательным зарядами (вихрей и антивихрей) может быть
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произвольным. Поучительно получить тот же самый ответ для “мик-
роканонического” распределения, принимая во внимание тот факт, что
в замкнутой системе возможно рождение только пар вихрь-антивихрь,
то есть число вихрей равно числу антивихрей. Тогда мы получаем вме-
сто (9.16)

exp(−Hmc) = exp
{
−

∫
d2r

α

2
(∇ϑ)2

}

×
∞∑

N=0

1
(N !)2

{∫
Λ2d2r exp [iϑ(r)− µ/T ]

}N

×
{∫

Λ2d2r exp [−iϑ(r)− µ/T ]
}N

,

где опять учитываются только вихри с nj = ±1. Приведенное выра-
жение можно переписать следующим образом

exp(−Hmc) =

2π∫

0

ds

2π
exp

{
−

∫
d2r

α

2
(∇ϑ)2

}

×
∞∑

N1,N2=0

1
(N1!)(N2!)

exp(isN1 − isN2)

×
{∫

Λ2d2r (β/2) exp [iϑ(r)]
}N1

{∫
Λ2d2r (β/2) exp [−iϑ(r)]

}N2

,

где мы использовали соотношение

2π∫

0

ds

2π
exp(isN1 − isN2) = δN1,N2 .

Производя суммирование по N1 и N2, мы получаем

exp(−Hmc) =

2π∫

0

ds

2π
exp

{∫
d2r

[
−α

2
(∇ϑ)2 + β cos(s + ϑ)

]}
.

Подставляя Hmc вместо H в (9.15), меняя порядок интегрирования по
s и ϑ, и производя сдвиг ϑ → ϑ−s, мы убеждаемся, что зависимость от
s исчезает, и интеграл по s дает единицу. Таким образом, мы возвра-
щаемся к тому же выражению (9.18) для производящего функционала,
что и в “каноническом” случае.
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9.2 РГ-уравнения
В силу того, что параметр β содержит малый фактор exp(−µ/T ), есте-
ственно вычислять корреляционные функции типа (9.19) в рамках тео-
рии возмущений по β. В нулевом приближении по β мы можем вообще
пренебречь членом с β в выражении (9.17), и мы получаем квадратич-
ное выражение

H0 =
∫

d2r
α

2
(∇ϑ)2 . (9.20)

В результате все средние сводятся к Гауссовым интегралам и вычисля-
ются явно. Например, входящее в парную корреляционную функцию
(9.19) среднее в этом приближении равно

2 〈sin[ϑ(r1)] sin[ϑ(r2)]〉0 = exp
[
− 1

2πα
ln(Λr12)

]

− exp
[

1
2πα

ln(Λr12)− 1
πα

ln(ΛL)
]

, (9.21)

где r12 = |r1 − r2| и L – размер образца. Для большого образца, когда
L À r12, второе слагаемое в (9.21) пренебрежимо мало, и мы приходим
к выводу, что 〈sin ϑ1 sin ϑ2〉0 ∝ r

−1/(2πα)
12 . Точно также 〈cos ϑ1 cosϑ2〉0 ∝

r
−1/(2πα)
12 . Поэтому в ряду теории возмущений, которая порождается
разложением по β cos ϑ, появляются интегралы по пространству от сте-
пенных функций, которые расходятся либо на малых расстояниях r,
либо на больших. Таким образом, прямая теория возмущений не яв-
ляется осмысленной.

Выходом из этого тупика является ренорм-группа, которая для
данного случая имеет ряд особенностей. Проделаем элементарный шаг
РГ-процедуры. Разделим поле ϑ на медленную ϑ′ и быструю ϑ̃ части:

ϑ = ϑ′ + ϑ̃ , ϑ′ =
∑

q<Λ′
ϑq exp(iqr) , ϑ̃ =

∑

Λ′<q<Λ

ϑq exp(iqr). (9.22)

Затем мы должны ввести “медленный” функционал H′:

exp [−H′(ϑ′)] =
∫
Dϑ̃ exp

[
−H(ϑ′ + ϑ̃)

]
. (9.23)

Мы будем считать ∆Λ/Λ ¿ 1 (где ∆Λ = Λ − Λ′), что позволит нам
раскладываться по ϑ̃. Сохраняя члены первого и второго порядка, мы
получаем

H(ϑ′ + ϑ̃) =
∫

d2r
{α

2
(∇ϑ′)2 +

α

2
(∇ϑ̃)2

}

+
∫

d2r

{
−β cos(ϑ′) + β sin(ϑ′)ϑ̃ +

β

2
cos(ϑ′)ϑ̃2

}
. (9.24)
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Далее, мы можем разложить экспоненту в правой части соотноше-
ния (9.23) по βϑ̃. Это разложение оправдывается малостью параметра
γ = β/Λ2. Напомним, что на малых масштабах γ = 2 exp(−µ/T ), то
есть затравочно γ действительно является малой величиной. Сохраняя
первые два члена разложения по β, мы находим

H′(ϑ′)−H(ϑ′) = H(1) +H(2) , (9.25)

H(1) =
β

2

∫
d2r cos(ϑ′)〈ϑ̃2〉0 , (9.26)

H(2) = −β2

8

∫
d2r1 d2r2 cos(ϑ′1) cos(ϑ′2)〈〈ϑ̃2

1ϑ̃
2
2〉〉 , (9.27)

H(3) = −β2

2

∫
d2r1 d2r2 sin(ϑ′1) sin(ϑ′2)〈ϑ̃1ϑ̃2〉 . (9.28)

Угловые скобки здесь означают усреднение с Гауссовой функцией рас-
пределения

〈Y (ϑ̃)〉0 ≡
∫
Dϑ̃ exp

[
−

∫
d2r

α

2

(
∇ϑ̃

)2
]

Y (ϑ̃) , (9.29)

которая характеризуется следующей парной корреляционной функци-
ей

G(r) = 〈ϑ̃(r)ϑ̃(0)〉0 =

Λ∫

Λ′

d2q

(2π)2
exp(iqr)

1
αq2

=
1

2πα

Λ∫

Λ′

dq

q
J0(qr) ≈ 1

2πα

∆Λ
Λ

J0(Λr) . (9.30)

Используя значение (9.30) при r = 0, мы находим

H(1) =
β

4πα

∆Λ
Λ

∫
d2r cos(ϑ′) . (9.31)

Таким образом, наличие этого вклада можно рассматривать, как по-
явление поправки к β: ∆β = −[β(4πα)]∆Λ/Λ. Другими словами, мы
приходим к РГ-уравнению для β:

dβ

dξ
= − β

4πα
, (9.32)

которое, как и раньше, определяет изменение β при многошаговой про-
цедуре исключения быстрых переменных. Тот же смысл, что и раньше,
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имеет ξ = ln(Λ/Λ′), где Λ′ – максимальный волновой вектор оставших-
ся (не исключенных) степеней свободы.

Теперь мы переходим к исследованию члена (9.27), который запи-
сывается в следующем виде

H(2) = −β2

4

∫
d2r1 d2r2 G2(r12) cos ϑ′1 cosϑ′2 . (9.33)

Характерным масштабом G(r) является Λ−1, в то время как поле ϑ′

является медленным, то есть мало меняется на масштабе Λ−1. По-
этому, перейдя к переменным R = r1/2 + r2/2, r = r1 − r2, можно
разложить ϑ′(R±r/2) (а затем и cos ϑ′1,2, sin ϑ′1,2) в ряд по r. Главные
члены разложения (9.33) записываются следующим образом

−β2

8

∫
d2r d2R G2(r)

{
cos(2ϑ′) +

1
4
r2(∇ϑ′)2 cos(2ϑ′)− 1

4
r2(∇ϑ′)2

}
,

где ϑ′ ≡ ϑ′(R). Коэффициенты в этом выражении определяются ин-
тегралами

∫
d2r G2(r) =

1
2πα2

Λ∫

Λ′

dq

q3
≈ ∆Λ

2πα2Λ3
,

∫
d2r r2G2(r) =

2
πα2

Λ∫

Λ′

dq

q5
≈ 2(∆Λ)

πα2Λ5
.

Отсюда мы находим поправку к H:

− β2∆Λ
16πα2Λ5

∫
d2R

{
Λ2 cos(2ϑ′) + cos(2ϑ′)(∇ϑ′)2 − (∇ϑ′)2

}
. (9.34)

Здесь существенен только последний член, который означает наличие
поправки к α:

∆α =
β2∆Λ

8πα2Λ5
. (9.35)

Остальные два члена в выражении (9.34) мы обсудим в конце лекции.
Аналогичным образом можно проанализировать и вклад (9.28). Он,

однако, оказывается пренебрежимо малым в силу соотношений
∫

d2r r2nG(r) = 0 ,

которые легко проверить непосредственно. Они почти очевидны, по-
скольку в Фурье-представлении сводятся к производным от G(q), взя-
тым в точке q = 0. Эти производные равны нулю, поскольку G(q)
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отлична от нуля только в конечном интервале волновых векторов q,
от Λ′ до Λ.

Как обычно, поправку (9.35) можно конвертировать в РГ-уравнение,
которое имеет вид dα/dξ = β2/(8πα2Λ′4). Мы сталкиваемся с необхо-
димостью ввести текущее (для данного масштаба) значение параметра
γ: γ = β/(Λ′)2. Тогда РГ-уравнения (9.32,9.35) переписываются в сле-
дующем виде

dγ

dξ
=

(
2− 1

4πα

)
γ ,

dα

dξ
=

γ2

8πα2
, (9.36)

где, как и выше, ξ = ln(Λ/Λ′). Напомним, что условием применимости
этих уравнений является γ ¿ 1. У системы уравнений (9.36) имеется
фиксированная точка α = αc, γ = 0, где αc = 1/(8π). Проанализируем
поведение решения (9.36) вблизи этой фиксированной точки, что со-
ответствует окрестности фазового перехода. Раскладывая уравнения
(9.36) по α− αc, мы находим

dγ

dξ
= 16π(α− αc)γ , (9.37)

dα

dξ
= 8πγ2 . (9.38)

У системы уравнений (9.37,9.38) имеется первый интеграл

C = γ2/2− (α− αc)2 . (9.39)

Выражая из соотношения (9.39) γ и подставляя результат в уравнение
(9.38), мы находим замкнутое уравнение для разности α− αc

d(α− αc)
dξ

= 16π
[
C + (α− αc)2

]
. (9.40)

Отметим, что в силу уравнения (9.38) правая часть уравнения (9.40)
всегда положительна.

Поведение решения системы уравнений (9.37,9.40) зависит от зна-
ков первого интеграла C и разности αsh−αc, где αsh – коротковолно-
вое значение параметра α. Если αsh < αc и C < 0, тогда при ξ → ∞
параметр α стремится к конечной величине α∞ = αc−

√
|C|, а γ стре-

мится к нулю. Если αsh < αc и C = 0, тогда при ξ → ∞ параметр α
стремится к своему критическому значению αc, а γ стремится к нулю.
Если же C > 0 или если αshort > αc тогда α и γ неограниченно растут
при ξ →∞. Фазовый портрет для системы уравнений (9.37,9.40) при-
веден на рисунке 9.1, где прямые, разделяющие различные сектора,
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�
 �

Рис. 9.1: Фазовый портрет системы РГ-уравнений.

соответствуют условию C = 0. Начальная точка на приведенных на
рисунке 9.1 фазовых траекториях определяется, как (αsh, γsh), где γsh

– коротковолновое (затравочное) значение параметра γ.
Возвращаясь теперь к определению (9.39), мы находим, что при

αsh < αc − γsh/
√

2 на больших масштабах α стремится к постоянному
значению, а при αsh > αc − γsh/

√
2 параметр α неограниченно рас-

тет при увеличении масштаба. Вспоминая теперь соотношение (9.14),
мы заключаем, что при αsh < αc − γsh/

√
2 сверхтекучая плотность ρs

остается константой на больших масштабах, что соответствует сверх-
текучей фазе. При условии же αsh > αc − γsh/

√
2 сверхтекучая плот-

ность ρs обращается в ноль на больших масштабах, что соответствует
нормальной фазе. Таким образом, при αsh = αc − γsh/

√
2 происходит

фазовый переход пленки из сверхтекучего состояния в нормальное. На
рисунке 9.1 точки, соответствующие этому переходу, лежат на левом
луче и соответствуют C = 0. Ниже точки перехода крупномасштаб-
ное значение ρs уменьшается с увеличением температуры, стремясь
при приближении к точке перехода к предельному значению, которое
определяется соотношением α = αc, и совпадает со значением (9.5),
которое мы уже обсуждали выше, как граничное.

Строго говоря, утверждение о фазовом переходе пленки из сверх-
текучего состояния в нормальное, основанное на обращении α в беско-
нечность при неограниченном росте масштаба, не является обоснован-
ным, так как при росте α и γ мы выходим за пределы применимости
уравнений (9.37,9.38), а затем и за пределы применимости теории воз-
мущений, в рамках которой получены уравнения (9.36). Тем не менее,
физически это утверждение представляется обоснованным. Соображе-
ния в его пользу были приведены в начале лекции.

Как мы уже убедились, при ренормировке в эффективном функ-
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ционале Ландау H возникают дополнительные члены разнообразной
структуры. Например, можно взять выражение (9.34). Несколько обоб-
щая получающуюся при этом конструкцию, мы можем рассмотреть
следующие поправочные члены

Hsub = −
∫

d2r

∞∑
n=2

βn cos(nϑ) , (9.41)

или

Hsub = −
∫

d2r

∞∑
n=1

λn cos(nϑ)(∇ϑ)2 . (9.42)

Величина этих членов, которые генерируются в процессе исключе-
ния быстрых переменных, мала в меру малости γ. Поэтому поправ-
ки к правым частям уравнений (9.36), которые генерируются за счет
(9.41,9.42), малы. Вопрос заключается в том, не могут ли βn, λn затем
вырасти (при росте масштаба) и разрушить всю конструкцию.

Для анализа такой возможности надо сформулировать РГ-уравнения
для βn и λn. Можно проверить, что эти уравнения имеют вид

dγn

dξ
=

(
2− n2

4πα

)
γn + Sn ,

dλn

dξ
= − n2

4πα
λn + S̃n , (9.43)

где γn = βn/(Λ′)2. В уравнении (9.43) Sn и S̃n – источники, порожда-
емые главным членом (9.17), а также самими дополнительными чле-
нами (9.41,9.42). Источники эти могут быть оценены как Sn ∼ γn,
S̃n ∼ γn. Отрицательность первых членов в уравнениях (9.43) озна-
чает, что γn и λn не растут самопроизвольно, а остаются порядка
γn ∼ Sn, λn ∼ S̃n, то есть члены (9.41,9.42) всегда остаются несу-
щественными.

Интересным представляется вопрос о том, каков будет характер
перехода в том случае, если затравочное значение параметра γ, γsh,
не является малым. Физически это означает, что плотность вихрей не
является низкой, то есть расстояние между вихрями оказывается по-
рядка размера кора вихря. Однако большая плотность вихрей не имеет
прямого отношения к характеру перехода. Он определяется балансом
энергии и энтропии единичного вихря. Энергия же его остается лога-
рифмической и в присутствии большой плотности вихрей, если такая
среда состоит из связанных вихревых пар, то есть является “диэлек-
тирической”, что можно учесть при помощи “диэлектирической про-
ницаемости”. Также естественно ожидать, что γ падает с ростом рас-
стояния, что соответствует малой плотности связанных пар большого
размера. В этом случае характер фазового перехода будет таким же,
как и для малого затравочного значения γsh.
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9.3 Завихренность и теплоемкость
Возвратимся теперь к парной корреляционной функции завихренно-
сти. Произведем преобразование sin ϑ1 sin ϑ1 = [cos(ϑ1 − ϑ2)− cos(ϑ1 +
ϑ2)]/2. Средние 〈cos ϑ〉 и 〈cos(ϑ1 + ϑ2)〉 чувствительны к флуктуациям
ϑ на больших масштабах и потому являются пренебрежимо малыми
(сравни сделанный выше анализ в терминах затравочных величин).
Поэтому из (9.19) следует

( m

2π~

)2

〈ω(r1)ω(r2)〉 ≈ −β2

2
〈cos[ϑ(r1)− ϑ(r2)]〉 . (9.44)

Среднее в правой части выражения (9.44) можно вычислять при по-
мощи той же процедуры, шаг за шагом интегрируя по быстрым пе-
ременным, постепенно уменьшая текущую обрезку Λ′. Легко прове-
рить непосредственно, произведя интегрирование по части степеней
свободы в поле ϑ, что множитель, приобретаемый cos[ϑ(r1) − ϑ(r2)],
в точности воспроизводит ренормировку β, описываемую (9.32). Это
справедливо для Λ′ > r−1

12 . Когда же мы достигнем Λ′ ∼ r−1
12 , то

〈cos[ϑ′(r1) − ϑ′(r2)]〉 ∼ 1 (так как это среднее определяется степеня-
ми свободы с волновыми векторами ∼ r−1

12 ). В результате мы находим

( m

2π~

)2

〈ω(r1)ω(r2)〉 ∼ γ2

r4
12

, (9.45)

где γ берется на масштабе r12.
Как мы уже пояснили, C < 0 для температуры ниже точки перехо-

да, а C > 0 соответствует температуре выше точки перехода. Поэтому
вблизи температуры перехода C ∝ T − Tc. Как следует из уравнения
(9.40), при C > 0 решение для α имеет следующий вид

α− αc =
√

C tan[16π
√

C(ξ − ξ0)] , γ =
√

2C cos−1[16π
√

C(ξ − ξ0)] .
(9.46)

Отсюда следует, что α и γ стремятся к бесконечности, когда аргумент
тангенса в (9.46) приближается к π/2. Разумеется, решение (9.46) рабо-
тает только до некоторого предела, поскольку при его выводе величина
γ предполагалась малой. При малых C (то есть вблизи точки перехода)
γ становится порядка единицы при ξ = ξc, где ξc− ξ0 ∝ (T −Tc)−1/2. С
величиной ξc связан некоторый масштаб rc, так что ξc = ln(Λrc), этот
масштаб rc естественно называть корреляционным радиусом. Действи-
тельно, при малых γ, то есть при r ¿ rc, корреляционные функции
типа (9.45) сохраняют степенной характер, а на расстояниях r > rc сле-
дует ожидать быстрого спадания корреляций за счет их разрушения
распаренными вихрями. Мы можем записать поведение критического
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радиуса в виде

rc ∝ exp

(√
T∗

T − Tc

)
,

где T∗ – некоторая константа. Вспоминая теперь физическую карти-
ну, согласно которой флуктуации областей размера rc независимы и
имеют характерную энергию порядка температуры, мы находим для
сингулярного вклада в свободную энергию

Fsing ∼ T
L2

r2
c

∝ exp

(
−2

√
T∗

T − Tc

)
,

где L – размер системы. Такого сорта сингулярность непросто фикси-
ровать экспериментально.

Задача 9.1
Найти значения “источников” S2 и S̃2, фигурирующих в РГ-уравнениях

(9.43).

Решение задачи 9.1
Соответствующие значения могут быть найдены, если принять во

внимание первый и второй члены в поправке (9.34). В результате мы
получаем

S2 = S̃2 =
γ2

16πα2
.



Лекция 10

Критическая динамика

В настоящей лекции мы рассмотрим особенности динамики конденси-
рованной среды вблизи точки фазового перехода второго рода, кото-
рую обычно именуют критической динамикой. Критическая динами-
ка является не столь универсальной, как статические свойства среды.
Напомним, что характер особенностей в статических величинах зави-
сит только от числа компонент параметра порядка. В то же время,
при данном числе компонент параметра порядка критическая дина-
мика может быть самой разной. Здесь мы будем изучать простейший
случай: так называемую чисто релаксационную динамику параметра
порядка. Этот случай является одним из самых важных, так как он
часто встречается экспериментально. Теория критической динамики
представлена в обзоре [51] (смотри также [14]). Диаграммная техни-
ка, которую мы используем, была впервые развита Уайлдом [7] (при
анализе турбулентности), а затем обобщена в работе [52].

10.1 Эффективное действие
Динамическое уравнение для чисто релаксационной динамики пара-
метра порядка имеет вид

∂tϕ = f , f = Γ−1

(
−δF

δϕ
+ ζ

)
, (10.1)

где Γ – кинетический коэффициент, F – функционал Ландау и ζ –
Ланжевеновские силы (белый шум), которые представляют воздей-
ствие коротковолновых (микроскопических) степеней свободы на ди-
намику параметра порядка (который является макроскопической пе-
ременной). Корреляционные функции ζ имеют характерные атомные
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размеры и времена. Так как мы рассматриваем процессы, которые
происходят на макроскопических масштабах и временах, корреляци-
онные функции ζ могут считаться δ-коррелированными во времени и
пространстве. Это также означает, что статистика ζ может считаться
Гауссовой. Дело в том, что в наблюдаемые величины входят интегра-
лы (по времени и по пространству) от ζ, которые могут интерпре-
тироваться, как суммы большого количества случайных чисел. В си-
лу центральной предельной теоремы такая сумма обладает Гауссовой
статистикой. Такая статистика однозначно определяется парной кор-
реляционной функцией случайной величины. В нашем случае парная
корреляционная функция равна

〈ζ(t1, r1)ζ(t2, r2)〉 = 2TΓ δ(t1 − t2) δ(r1 − r2) , (10.2)

где T – температура. Выражение (10.2) для корреляционной функции
Ланжевеновских сил гарантирует, что стационарная функция распре-
деления вероятности равна exp[(F −F)/T ] (смотри приложение A.2).

Напомним, что функционал Ландау F для параметра порядка ϕ
равен

F =
∫

ddr

{
a

2
ϕ2 +

b

2
(∇ϕ)2 +

λ

24
ϕ4

}
, (10.3)

где мы сохранили только четные члены, считая, что нечетные члены
в F отсутствуют за счет какой-либо симметрии. Подставляя (10.3) в
уравнение (10.1), мы находим

Γ∂tϕ = −aϕ + b∇2ϕ− λ

6
ϕ3 + ζ . (10.4)

Отметим, что член второго порядка по ϕ в функционале Ландау про-
изводит линейный член в уравнении (10.4), а член четвертого порядка
по ϕ в функционале Ландау производит нелинейный член (третьего
порядка) в уравнении (10.4).

Ранее мы изучали одновременные корреляционные функции пара-
метра порядка, которые могут быть найдены из стационарной функ-
ции распределения вероятности exp[(F − F)/T ]. Теперь мы будем ин-
тересоваться корреляциями параметра порядка во времени, которые
определяются разновременными корреляционными функциями ϕ. Для
их аналитического определения недостаточно знать стационарную функ-
цию распределения, а надо прямо использовать уравнение (10.1). Од-
ним из возможных путей вычисления корреляционных функций яв-
ляется решение уравнения (10.1), в результате которого ϕ выражается
через шум ζ. Затем, чтобы вычислить, скажем, парную корреляцион-
ную функцию 〈ϕ(t1, r1)ϕ(t2, r2)〉 необходимо подставить сюда выраже-
ние параметра порядка через ζ и усреднить результат по статистике
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ζ. К сожалению, невозможно явно выразить ϕ через ζ, скажем, из
уравнения (10.4). Это можно сделать только в виде ряда по нелиней-
ному члену в уравнении (10.4), то есть в виде ряда по λ. Соответ-
ственно, намеченный выше прямой путь позволяет сформулировать
теорию возмущений по λ для корреляционных функций ϕ. Впервые
такого рода процедура построения теории возмущений по нелинейно-
му члену в динамическом уравнении была развита (в рамках теории
турбулентности) Уайлдом [7].

Далее мы идем иным путем, который позволяет выразить разно-
временные корреляционные функции ϕ в виде функционального ин-
теграла [52, 53, 54, 55] подобно тому, как это было сделано для одно-
временных корреляционных функций. Представление в виде функци-
онального интеграла позволяет производить некоторые важные пре-
образования переменных (смотри, например, лекцию 9), стандартным
образом формулировать ренорм-групповое преобразование, а также,
в принципе, вычислять и непертурбативные эффекты, которые невоз-
можно получить в рамках теории возмущений. Техника же Уайлда
(теория возмущений) получается из представления корреляционных
функций в виде функционального интеграла подобно тому, как стро-
илась теория возмущений в статическом случае, на основе распреде-
ления Гиббса.

Выведем представление в виде функционального интеграла для
разновременных корреляционных функций параметра порядка. Как
уже было сказано, при вычислении корреляционных функций ϕ мож-
но использовать решения уравнения (10.1) для ϕ в терминах шума
ζ. Вместо этого можно интегрировать по произвольным функциям ϕ,
учитывая уравнение (10.1), как функциональную δ-функцию. Напри-
мер, произведение решений уравнения (10.1) можно записать в следу-
ющем виде

N−1

∫
Dϕ δ (∂tϕ− f) ϕ(t1, r1) . . . ϕ(tn, rn) . (10.5)

Интегрирование здесь производится по всем функциям t и r. Главное
свойство функциональной δ-функции заключается в том, что

∫
Dϕ δ(ϕ− ψ)Φ(ϕ) = Φ(ψ) ,

где Φ(ϕ) – произвольный функционал. Фактор же N в (10.5) является
нормировочной константой:

N =
∫
Dϕ δ (∂tϕ− f) . (10.6)
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Вычислим константу N для случая, когда функция аппроксими-
руется своими значениями в дискретном наборе точек (по времени и
пространству), а функциональный интеграл является многократным
интегралом по значениям функции в этих точках. Тогда вместо урав-
нения (10.1) необходимо использовать разностное уравнение

ϕn+1(rj)− ϕn(rj)
ε

− fn(rj) = 0 , (10.7)

где rj – точки пространственной решетки, а индекс n нумерует вре-
менные точки, и ε – шаг по времени. Подчеркнем, что мы приняли в
(10.7) запаздывающую регуляризацию: “сила” f , определяющая раз-
ность ϕn+1−ϕn, берется в меньший момент времени tn. Именно такая
регуляризация будет подразумеваться в дальнейшем. Функциональ-
ный интеграл является многократным интегралом по значениям поля
ϕ на решетке из N1 ×N2 точек, где N1 – число точек пространствен-
ной решетки и N2 – число шагов по времени. А функциональная δ-
функция является теперь произведением обычных δ-функций, взятых
во всех N1 × N2 точках, с аргументами, определяемыми уравнением
(10.7). Тогда

N =
∏

n,j

∫
dϕn(rj)δ

[
ϕn+1(rj)− ϕn(rj)

ε
− fn(rj)

]
= εN1N2 , (10.8)

так как интеграл в (10.8) может вычисляться последовательно, шаг за
шагом, вследствие запаздывающей регуляризации.

Преобразуем функциональную δ-функцию в (10.5) в экспоненту.
Для этого мы используем хорошо известное соотношение для обычной
δ-функции:

δ(x) =

+∞∫

−∞

dp

2π
exp(ipx) .

Переписывая δ-функции, как такие интегралы, во всех точках нашей
N1 ×N2 пространственно-временной решетки, мы находим

N−1δ (∂tϕ− f) =
∏

n,j

∫
∆d

2π
dpn(rj)

× exp
{
i∆dpn(rj) [ϕn+1(rj)− ϕn(rj)− εfn(rj)]

}
,

где ∆ – шаг пространственной решетки и d – размерность простран-
ства. Таким образом, возникло новое поле p, которое в непрерыв-
ном пределе плавно зависит от времени и координат, а произведение
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∏ ∫
dpnj может быть записано, как функциональный интеграл

∫ Dp.
В результате мы находим

N−1δ (∂tϕ− f) = N−1

∫
Dp exp

{
i

∫
dt ddr [p∂tϕ− pf ]

}
, (10.9)

где нормировочная константа равна N = (∆d/2π)N1N2 . Мы видим, что
нормировочная константа N независима от всех параметров, опреде-
ляющих динамику ϕ (включая поля h и ζ).

Возвращаясь теперь к выражению (10.5), мы заключаем, что кор-
реляционные функции ϕ могут быть записаны в следующем виде

〈ϕ(t1, r1) . . . ϕ(tn, rn)〉 = N−1

∫
DϕDp

×
〈

exp
{

i

∫
dt ddr [p∂tϕ− pf ]

}〉
ϕ(t1, r1) . . . ϕ(tn, rn) ,

где усреднение в правой части этого соотношения производится по
статистике ζ. Это усреднение может быть произведено явно, так как
статистика ζ является Гауссовой. В результате мы получаем из (10.1)

〈ϕ(t1, r1) . . . ϕ(tn, rn)〉 = N−1

∫
DϕDp

× exp
{

i

∫
dt ddr

[
p∂tϕ +

1
Γ

p
δF
δϕ

+ i
T

Γ
p2

]}
ϕ(t1, r1) . . . ϕ(tn, rn) .

Удобно перейти к новому полю p → Γp. Включая фактор ΓN1N2 в
переопределение нормировочной константы N , мы получаем оконча-
тельно [53, 54, 55]

〈ϕ(t1, r1) . . . 〉 = N−1

∫
DϕDp exp (iI) ϕ(t1, r1) . . . , (10.10)

I =
∫

dt ddr

[
Γp∂tϕ + p

δF
δϕ

+ iTΓp2

]
. (10.11)

По аналогии с квантовой теорией поля мы будем называть величину I
эффективным действием или просто действием. Для нашей конкрет-
ной проблемы

I =
∫

dt ddr

[
Γp∂tϕ + apϕ + b∇p∇ϕ +

λ

6
pϕ3 − ph + iTΓp2

]
, (10.12)

где мы ввели также внешнее “магнитное поле” h.
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Полезно включить в рассмотрение не только корреляционные функ-
ции параметра порядка ϕ, но также и корреляционные функции, вклю-
чающие вспомогательное поле p. Далее мы будем использовать парную
корреляционную функцию

G(t1, t2, r1, r2) = 〈ϕ(t1, r1)p(t2, r2)〉
= N−1

∫
DϕDp exp (iI)ϕ(t1, r1)p(t2, r2) , (10.13)

которую мы будем называть Гриновской функцией. Эта функция опре-
деляет отклик системы на внешнее “магнитное поле” h. А именно, при
вариации поля δh изменяется также и среднее 〈ϕ〉, причем эти вариа-
ции связаны следующим образом

δ〈ϕ(t1, r1)〉 = −i

∫
dt2 ddr2 G(t1, t2, r1, r2) δh(t2, r2) , (10.14)

как следует из уравнений (10.12,10.13). Причинность диктует условие
G = 0 при t1 < t2. Конечно, при h = 0 (или при однородном во времени
и пространстве h) Гриновская функция G зависит только от разностей
t1−t2 и r1−r2. Заметим, что корреляционные функции вспомогатель-
ного поля 〈p(t1, r1) . . . p(t2, r2)〉 равны нулю. Чтобы доказать это свой-
ство, удобно вернуться к представлению корреляционных функций до
явного их усреднения по шуму ζ:

〈p(t1, r1) . . . p(tn, rn)〉 = N−1

∫
DϕDp

〈
exp

{
i

∫
dt ddr [Γp∂tϕ− pf ]

}〉

ζ

p(t1, r1) . . . p(tn, rn) .

Интегрирование экспоненты по ϕ дает функциональную δ-функцию
δ(p), и, следовательно, интеграл в правой части этого выражения ра-
вен нулю. В частности, равны нулю среднее 〈p〉 и парная корреляци-
онная функция 〈p(t1, r1)p(t2, r2)〉.

Поясним, каким образом получается функциональная δ-функция
δ(p) при интегрировании по ϕ. Для этого надо снова использовать
дискретное представление по времени

∫
dt ddr (Γp∂tϕ− pf) →

∑
n

∫
ddr [Γpn(ϕn+1 − ϕn)− εpnfn] .

Интегрирование по ϕ следует производить в “антихронологическом”
порядке: сначала по значению функции в последний момент времени
ϕlast, а затем в порядке уменьшения номера n. При этом за счет чле-
на pnϕn+1 каждый раз будет возникать δ-функция от pn. Подставляя



10.1. ЭФФЕКТИВНОЕ ДЕЙСТВИЕ 157

затем pn = 0, мы убеждаемся, что из подынтегрального выражения ис-
чезает зависимость от ϕn везде, кроме члена pn−1(ϕn−ϕn−1), который
обеспечивает на следующем шаге появление очередной δ-функции (от
pn−1). Таким образом, указанное свойство тесно связано с выбранной
нами запаздывающей регуляризацией.

Докажем теперь флуктуационно-диссипационную теорему (ФДТ).
Для этого сдвинем вспомогательное поле p:

p̄ = p− i

2T
∂tϕ . (10.15)

Выражая эффективное действие (10.11) через новое поле p̄, мы нахо-
дим

I =
∫

dt ddr

[
iΓ

4T
(∂tϕ)2 + p̄

δF
δϕ

+ iTΓ p̄2

]
, (10.16)

где мы опустили граничный член, происходящий из
∫

dt ddr δF/δϕ ∂tϕ.
Как следует из (10.16), эффективное действие, выраженное через ϕ, p̄,
инвариантно относительно изменения знака времени t → −t. Отсюда
следует, в частности, что парная корреляционная функция 〈p̄(t, r)p̄(0,0)〉
инвариантна относительно t → −t. Выписывая это условие через на-
чальное поле p, мы находим

∂tF (t, r) = iT [G(t, r)−G(−t, r)] , (10.17)

где F – парная корреляционная функция ϕ:

F (t1 − t2, r1 − r2) = 〈ϕ(t1, r1)ϕ(t2, r2)〉 . (10.18)

Переходя к Фурье-компонентам, мы находим

F (ω) = −T

ω
[G(ω)−G(−ω)] . (10.19)

Это соотношение является не чем иным, как классическим вариантом
ФДТ, так как F является парной корреляционной функцией наблюда-
емой величины ϕ, а разность в его правой части дает мнимую часть
соответствующей линейной восприимчивости, как это видно из (10.14).

Как мы уже упоминали, вследствие причинности функция Грина
G(t) равна нулю для отрицательных t. Поэтому ее преобразование Фу-
рье G(ω) является функцией, аналитической в верхней полуплоскости.
Это свойство позволяет получить явное выражение для одновремен-
ной парной корреляционной функции ϕ через Гриновскую функцию.
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Действительно, одновременная парная корреляционная функция за-
писывается в виде следующего интеграла

F (t = 0) =
∫

dω

2π
F (ω) = −T

∫
dω

2πω
[G(ω)−G(−ω)] . (10.20)

Сдвинем контур интегрирования в нижнюю полуплоскость. Так как
функция G(−ω) является там аналитической, интеграл от второго чле-
на в правой части (10.20) равен нулю, то есть после сдвига G(−ω)
может быть опущена. Далее, сдвинем теперь контур интегрирования
в верхнюю полуплоскость. Так как G(ω) аналитична в верхней полу-
плоскости, вклад в интеграл будет производиться только полюсом в
точке ω = 0. Выписывая этот полюсной вклад, мы находим

F (t = 0) = −iTG(ω = 0) . (10.21)

Это соотношение позволяет весьма просто восстанавливать одновре-
менные функции ϕ по Гриновской функции.

10.2 Техника Уайлда

Эффективное действие (10.12) является суммой членов первого по-
рядка по полю p, а также второго и четвертого порядка по полям ϕ
и p. Таким образом, по своей формальной структура действие близ-
ко к структуре соответствующего функционала Ландау. Это действие
позволяет сформулировать теорию возмущений для вычисления кор-
реляционных функций ϕ и p, если разложить exp(iI) в соотношениях
типа (10.10) в ряд по члену четвертого порядка в действии. (Как и в
статике, это будет разложением по λ.) Каждый член этого разложения
сводится к Гауссову интегралу и, следовательно, может быть выражен
через затравочные значения корреляционных функций (10.13,10.18).
Явные выражения для этих затравочных функций имеют следующий
вид

G0(t, r) = −
∫

ddq dω

(2π)d+1

exp(−iωt + iqr)
Γω + ia + ibq2

, (10.22)

F0(t, r) =
∫

ddq dω

(2π)d+1

2TΓe−iωt+iqr

Γ 2ω2 + (a + bq2)2
, (10.23)

где мы считаем a > 0. Отметим следующее соотношение

F0(ω, q) = −G0(ω, q)(2TΓ )G0(−ω, q) . (10.24)
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Рис. 10.1: Первая поправка к нормировочной константе N .

Разумеется, интеграл
∫

ddr exp(−iqr)F (0, r) =
T

a + bq2
= −iTG0(ω = 0, q)

воспроизводит выражение для затравочной одновременной парной кор-
реляционной функции. Напомним, что корреляционная функция 〈pp〉
равна нулю.

Рассмотрим сначала ряд теории возмущений для нормировочной
константы N . Этот ряд может быть представлен на диаграммном язы-
ке. Первый поправка к N соответствует диаграмме, приведенной на
рисунке 10.1. Здесь сплошная линия соответствует корреляционной
функции (10.23), смешанная линия представляет Гриновскую функ-
цию (10.22) (пунктирная половина соответствует полю p), а черная
точка представляет параметр λ. Аналитическое выражение, соответ-
ствующее этой диаграмме, содержит фактор G(t = 0, r = 0), который
определен не очень хорошо, поскольку Гриновская функция G(t) ис-
пытывает скачок при t = 0. Чтобы понять, чему же равна величина
G(t = 0, r = 0), мы должны вернуться к дискретной версии нашей тео-
рии. Тогда из-за принятой нами запаздывающей поляризации Гринов-
кая функция при совпадающих временах оказывается равной нулю.
Это следует, например, из того, что в дискретном аналоге (10.14) δ〈ϕ〉
может знать про значения поля h в прошлом, но не в той же самой
временной точке. Таким образом, мы должны полагать G(t = 0) = 0.
Поэтому первая поправка к N равна нулю.

Поправки более высокого порядка кN также равны нулю, посколь-
ку все они либо содержат фактор G(t = 0) = 0, либо замкнутую петлю
из G-линий типа представленной на рисунке 10.2. В аналитическом ви-
де этой петле соответствует произведение G(t1− t2)G(t2− t3) . . . G(tn−
t1), где времена tj “приписаны” вершинам. Среди аргументов Гринов-
ских функций в этом произведении по крайней мере один отрицателен,
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Рис. 10.2: Замкнутая петля из G-линий.+
Рис. 10.3: Первые поправки к Гриновской функции.

и, поскольку соответствующая Гриновская функция равна нулю, рав-
но нулю и все произведение. Такого сорта петли неизбежно возникают,
поскольку в каждой вершине “живет” одно поле p, то есть к каждой
вершине присоединяется своим p-концом некоторая G-линия. Чтобы
построить замкнутую петлю из G-линий, можно стартовать с любой
вершины, отметив G-линию, которая присоединяется к ней своим p-
концом. Затем надо взять вершину, к которой эта G-линия присоеди-
няется своим ϕ-концом, и проделать с ней то же самое, отметив новую
G-линию. Повторяя эту процедуру, мы рано или поздно вернемся к од-
ной из уже пройденных вершин, образовав петлю типа представленной
на рисунке 10.2. Замкнутую на себя G-линию можно рассматривать,
как частный случай обсуждаемой петли. Таким образом, флуктуаци-
онных поправок к N нет, и N остается независимым от параметров
эффективного действия.

Далее, исследуем ряд теории возмущений для Гриновской функции
G. Как обычно, несвязные диаграммы не вносят никакого вклада в
Гриновскую функцию. В данном случае причина этого тривиальна:
все блоки без внешних концов равны нулю по тем же причинам, по
которым отсутствуют поправки к N . Диаграммы, соответствующие
первой по λ поправке к G, являются однопетлевыми диаграммами, на
которых петли соответствуют G(t = 0) и F (t = 0). Поскольку G(t =
0) = 0, реально имеется только один однопетлевой вклад в Гриновскую
функцию, представленный диаграммой на рисунке 10.3. На том же
рисунке представлена двухпетлевая поправка к Гриновской функции.
Отметим, что имеется единственная двухпетлевая диаграмма, дающая
ненулевой вклад в Гриновскую функцию.
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Рассмотрим вклады более высокого порядка в G. Прежде всего,
на соответствующих диаграммах можно выделить “мостики” (“мости-
ком” является G-линия или F -линия, по которой диаграмма может
быть разрезана на две несвязные части), соединяющие “собственно-
энергетические” блоки. Можно проверить, что диаграммы, где имеется
хотя бы один F -мостик, дают нулевой вклад в G. Дело в том, что тогда
найдется хотя бы один “собственно-энергетический” блок, содержащий
петлю из Гриновских функций типа представленной на рисунке 10.2,
которая соответствует произведению G(t1 − t2)G(t2 − t3) . . . G(tn − t1),
равному, как мы уже объяснили, нулю. Таким образом, мы можем при-
нимать во внимание только диаграммы с G-мостиками. Осуществляя
суммирование “лестницы”, состоящей из собственно-энергетических бло-
ков и G-мостиков, мы получаем стандартное соотношение

G(ω, q) = − 1
Γω + ia + ibq2 + Σ

, (10.25)

где Σ – “собственно-энергетическая” функция.
Два первых вклада в Σ, соответствующие диаграммам, приведен-

ным на рисунке 10.3, в аналитическом виде записываются следующим
образом

Σ(1)(ω, q) =
iλ

2
F0(t = 0, r = 0) , (10.26)

Σ(2)(ω, q) = −λ2

2

∫
dω1 dω2 ddq1 ddq2

(2π)2+2d

×F0(ω1, q1)F0(ω2, q2)G0(ω + ω1 + ω2, q + q1 + q2) . (10.27)

Очевидно, что при ω = 0 выражение (10.26) сводится к статической
собственно-энергетической функции, как это и должно быть в соответ-
ствии с (10.21). Можно также проверить, что и выражение (10.27) при
ω = 0 сводится к двухпетлевому вкладу в статическую собственно-
энергетическую функцию. Для этого надо выразить F -функцию из
(10.19) и подставить в (10.27). Комбинируя затем аналитические свой-
ства G-функций и свойства симметрии подынтегрального выражения,
можно свести интегралы по частотам к вычетам. После этого и полу-
чится статическое выражение.

Исследуем теперь диаграммный ряд для парной корреляционной
функции. Конечно, в силу соотношения (10.19) функция F сводится
к Гриновской функции G. Тем не менее, поучительно отдельно изу-
чить теорию возмущений для F . Одно- и двухпетлевые поправки к F
соответствуют диаграммам, представленным на рисунке 10.4. Первые
диаграммы имеют такую же структуру, как и для поправок к Гри-
новским функциям, а последняя диаграмма представляет собой нечто
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Рис. 10.4: Первые поправки к парной корреляционной функции.

новое. Она содержит блок, который можно назвать “поляризацион-
ным”, от которого в двух направлениях расходятся Гриновские функ-
ции. Затравочным значением поляризационного блока можно считать
фактор 2TΓ в соотношении (10.24). Тогда на каждой диаграмме, пред-
ставляющей вклад в F , имеется только один такой “поляризационный”
блок, от которого в две стороны расходятся “лестницы”, собирающие-
ся в Гриновские функции. Поэтому парная корреляционная функция
записывается в следующем виде

F (ω, q) = −G(ω, q)[2TΓ + 2Π(ω, q)]G(−ω, q) . (10.28)

где “поляризационная функция” Π определяется суммой диаграмм,
представляющих поляризационные блоки. Сравнивая (10.25) и (10.28),
мы заключаем, что (10.19) ведет к соотношению

Σ(ω, q)− Σ(−ω, q) =
2ω

T
Π(ω, q) . (10.29)

Вклад, соответствующий диаграмме, представленной на рисунке 10.4,
в аналитическом виде записывается следующим образом

Π(2)(ω, q) =
λ2

12

∫
dω1 dω2 ddq1 ddq2

(2π)2+2d

×F0(ω1, q1)F0(ω2, q2)F0(ω + ω1 + ω2, q + q1 + q2) . (10.30)

Можно, используя (10.19), непосредственно проверить связь (10.29)
для Σ(2) и Π(2), определяемых выражениями (10.27) и (10.30).

Выше мы привели формулировку в виде функционального инте-
грала для вычисления разновременных корреляционных функций и
сформулировали некоторые свойства диаграммной техники Уайлда. В
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Рис. 10.5: Дающая логарифм F −G петля.

своем общем виде эта схема работает для произвольной динамической
задачи. Теперь же мы приступаем к исследованию собственно крити-
ческой динамики, то есть особенностей разновременных корреляци-
онных функций параметра порядка вблизи точек фазовых переходов
второго рода и критических точек.

Естественно ожидать, что вблизи точек фазовых переходов вто-
рого рода такие корреляционные функции, как (10.25) или (10.28),
обладают скейлинговым поведением, то есть что зависимость от вре-
мени не разрушает степенного характера поведения корреляционных
функций. Например, при T = Tc следует ожидать

F (t, q) =
1

q2−η
φ1(tqz) , G(ω, q) =

1
q2−η

φ2(ω/qz) , (10.31)

где η – аномальная экспонента (одновременной) парной корреляци-
онной функции, введенная в лекции 2, а z – новый (динамический)
критический индекс. В выражении (10.31) φ1, φ2 – некоторые функ-
ции своего аргумента. Функции φ1(x), φ2(x) стремятся к константам
при x → 0 и стремятся к нулю при x → ∞. В окрестности же точки
фазового перехода

F (t, q) =
1

q2−η
φ̄1(rc, tq

z) , G(ω, q) =
1

q2−η
φ̄2(qrc, ω/qz) , (10.32)

где rc – критический радиус.
Как и в статике, для релаксационной динамики размерность d = 4

является маргинальной (пограничной). В этом случае поправки к за-
травочным значениям корреляционных функций сводятся к логариф-
мической ренормировке параметров, входящих в эти функции. Напри-
мер, первая поправка к вершинной функции определяется петлей, со-
ставленной из F -линии и G-линии, показанной на рисунке 10.5. Можно
попытаться исследовать такие корреляционные функции, как (10.25)
или (10.28), выделяя в ряду теории возмущений для этих объектов
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главные последовательности. Как и в статике, главным членам со-
ответствуют паркетные диаграммы. Поэтому можно сформулировать
уравнения на ренормированные величины, полученные в результате
суммирования паркетной последовательности (сравни лекцию 3). В
частности, таким способом получается то же уравнение на вершин-
ную функцию, что и в статике. Единственной новостью по сравнению
со статикой является ренормировка кинетического коэффициента Γ .

10.3 Ренорм-групповая процедура
Как и в статике, наиболее удобным путем вычисления ренормировок
является ренорм-групповая процедура (смотри лекцию 4). Мы присту-
паем к рассмотрению ренормировки эффективного действия (10.12) в
пространстве размерности 4. Далее мы имеем в виду построение ε-
разложения с тем, чтобы оценить динамический индекс z при d = 3.

Произведем элементарный шаг ренорм-групповой процедуры. Раз-
делим оба поля ϕ и p на быструю и медленную компоненты: ϕ = ϕ′+ ϕ̃
и p = p′ + p̃, где ϕ̃ и p̃ – быстрые компоненты, содержащие вол-
новые вектора Λ′ < q < Λ. По частотам же мы никаких ограниче-
ний вводить не будем. (Похожая схема применялась для смектиков,
смотри лекцию 6, когда ограничивались волновые вектора только в
плоскости, параллельной смектическим слоям.) Функция распределе-
ния вероятности в нашем случае равна exp(iI). Поэтому элементар-
ный шаг ренорм-групповой процедуры заключается в преобразовании
I(ϕ, p) → I ′(ϕ′, p′), где

exp [iI ′(ϕ′, p′)] =
∫
Dϕ̃Dp̃ exp [iI(ϕ′ + ϕ̃, p′ + p̃)] . (10.33)

Как мы установили выше, нормировочная константа не зависит от
параметров действия. Поэтому никаких членов, подобных свободной
энергии, в динамическом формализме нет.

По аналогии с функционалом Ландау эффективное действие может
быть записано следующим образом

I(ϕ′ + ϕ̃, p′ + p̃) = I(ϕ′, p′) + I(ϕ̃, p̃) + Iint ,

I(2)
int =

λ

2

∫
dt d4r

[
p′ϕ′ϕ̃2 + p̃ϕ̃(ϕ′)2

]
, (10.34)

I(3)
int =

λ

6

∫
dt d4r

[
p′ϕ̃3 + 3p̃ϕ̃2ϕ′

]
. (10.35)

Также, как и в статике, мы должны стартовать с квадратичного при-
ближения для действия от быстрых переменных (так как разложение
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по быстрым переменным есть разложение по малому параметру). В
нашем случае квадратичное действие для быстрых переменных полу-
чается из (10.12)

Ĩ0 =
∫

dt dr
[
Γ p̃∂tϕ̃ + b∇p̃∇ϕ̃ + iTΓ p̃2

]
. (10.36)

Как и в статике, нам удобно будет интерпретировать член с коэффи-
циентом a в (10.12), как поправку, закон ренормировки которой изу-
чается отдельно. Действие (10.36) дает

G̃0(ω, q) = − 1
Γω + ibq2

, F̃0(ω, q) =
2TΓ

Γ 2ω2 + b2q4
. (10.37)

Затем вклады в ∆I = I ′(ϕ′, p′)−I(ϕ′, p′) могут вычисляться по теории
возмущений.

Однопетлевые вклады в ∆I могут быть записаны следующим об-
разом

∆1I =
i

2

〈[
I(2)

int

]2
〉

0

, ∆2I = i
〈
I(2)

intĨa

〉
0

, (10.38)

Ĩa = a

∫
dt d4r p̃ϕ̃ ,

где усреднение производится с весом exp
(
iĨ0

)
. Для обоих вкладов

это среднее сводится к фактору, соответствующему F − G петле, по-
казанной на рисунке 10.5. Аналитически этот фактор записывается
следующим образом

∫
dω d4q

(2π)5
G̃0(ω, q)F̃0(ω, q) .

Используя соотношение (10.19), аналитические свойства G и симмет-
рию подынтегрального выражения, мы можем свести интеграл по ча-
стоте к вычету в точке ω = 0. В результате мы получаем точно такое
же выражение, как и однопетлевое варажение в статике. Далее, мы
можем найти поправки к λ (из ∆1I) и к a (из ∆2I), которые оказы-
ваются совпадающими с соответствующими статическими выражени-
ями. Таким образом, для λ и a мы получаем те же однопетлевые РГ-
уравнения, как и в статике. Это утверждение остается справедливым
и для многопетлевых вкладов в РГ-уравнения.

В однопетлевом приближении поправки к параметрам b и Γ отсут-
ствуют. Опять-таки, для b то же самое свойство было установлено в
статике. Чтобы найти ренормировку b и Γ , мы должны принять во
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внимание двухпетлевые вклады, которые определяются следующими
поправочными членами в эффективном действии

∆3I =
i

2

〈[
I(3)

int

]2
〉

=
iλ2

12

∫
dt1 d4r1

∫
dt2 d4r2

〈
ϕ̃3

1p̃2ϕ̃
2
2

〉
p′1ϕ

′
2

+
iλ2

72

∫
dt1 d4r1

∫
dt2 d4r2

〈
ϕ̃3

1ϕ̃
3
2

〉
p′1p

′
2 . (10.39)

Первое слагаемое в выражении (10.39) производит поправки к чле-
нам Γp∂tϕ и b∇p∇ϕ в эффективном действии, в то время как второе
слагаемое производит поправку к члену TΓp2 в эффективном дей-
ствии. Извлекая поправку к b из первого слагаемого в (10.39), можно
найти, что она совпадает со статической поправкой. Таким образом,
РГ-уравнение для b совпадает со статическим, как это имеет место
и для λ и a. Далее, можно извлечь из (10.39) поправки к факторам
при p∂tϕ и p2. Оказывается, они дают идентичные выражения для
ренормировки Γ . Простейшим способом проверить это утверждение
является использование соотношения (10.19) (без явного вычисления
интегралов). Таким образом, это свойство оказывается связанным с
ФДТ. Мы видим, что эффективное действие (10.12) воспроизводится
при исключении быстрых переменных, то есть, как говорят, является
ренормируемым.

Мы интересуемся в основном законом ренормировки Γ , и потому
мы сосредоточимся на втором члене в (10.39). Мы можем подставить в
нем p′1 вместо p′2. (Аргументация является стандартной: поле p′ явля-
ется медленным, а потому мало меняется на масштабах, где “живет”
быстрое поле.) В результате мы находим следующее выражение для
поправки к Γ :

∆Γ =
λ2

12T

∫
dt d4r F̃ 3

0 (t, r) . (10.40)

Функция F̃0(t, r) может быть найдена, как Фурье-преобразование вы-
ражения (10.37):

F̃0(t, r) =
T

4π2br2

[
1− exp

(
−Γr2

4bt

)]
. (10.41)

Конечно, выражение (10.41) справедливо только если Λ′ ¿ r−1 ¿ Λ.
Подставляя (10.41) в (10.40), мы получаем

∆Γ =
λ2T 2Γ

3 · 28π4b4

∫
dr

r

∫ ∞

0

ds

s2
[1− exp(−s)]3 .
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Интеграл по s здесь равен 3 ln(4/3). Далее, интеграл
∫

dr/r дает ln(Λ/Λ′).
Таким образом, мы получаем окончательно

∆Γ =
1
9

ln(4/3)g2Γ ln(Λ/Λ′) . (10.42)

Здесь g – инвариантный заряд

g =
3Tλ

16π2b2
,

введенный нами в статике (смотри лекцию 4).
Как обычно, выражение для поправки к тому или иному парамет-

ру при элементарном шаге ренорм-групповой процедуры может быть
напрямую использовано для формулировки РГ-уравнения для этого
параметра. Выражение (10.42) приводит к следующему РГ-уравнению
для Γ :

dΓ

dξ
=

1
9

ln(4/3)g2Γ , ξ = ln(Λ/Λ′) . (10.43)

Выше мы привели вычисления для однокомпонентного параметра по-
рядка. Вся схема легко обобщается и на случай n-компонентного па-
раметра порядка. Тогда мы находим вместо (10.43)

dΓ

dξ
=

3(n + 2)
(n + 8)2

ln(4/3)g2Γ , (10.44)

а инвариантный заряд определяется теперь выражением (4.32). Это
уравнение аналогично уравнению (4.31) для b.

Перейдем теперь к размерности d = 4 − ε. В главном порядке по
ε мы можем подставить в выражение (10.44) g = ε. Тогда мы нахо-
дим решение Γ ∝ (Λ′)−3(n+2)/(n+8)2 ln(4/3)ε2 . Напомним, что в том же
приближении b ∝ (Λ′)−(n+2)ε2/2(n+8)2 . Подставляя сюда Λ′ = q и срав-
нивая члены Γω и bq2 (входящие, скажем, в Гриновскую функцию),
мы получаем ω ∝ qz, где динамический критический индекс равен

z = 2 +
(n + 2)ε2

2(n + 8)2
[6 ln(4/3)− 1] . (10.45)

Это соотношение может быть переписано в следующем виде [51]

z = 2 + [6 ln(4/3)− 1] η , (10.46)

где η – аномальный индекс парной корреляционной функции в статике,
который в том же двухпетлевом приближении определяется выраже-
нием (4.41).
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Задачи
Задача 10.1

Найти скейлинговое поведение корреляционной функции 〈〈ϕ2(t,0)ϕ2(0,0)〉〉
в точке фазового перехода для релаксационной динамики.

Решение задачи 10.1
Вблизи точки фазового перехода мы можем написать

〈〈ϕ2(t, r)ϕ2(0,0)〉〉 = rα/ν−d
c f(r/rc, t/rz

c ) ,

где d – размерность пространства. Устремляя здесь r к нулю, а rc к
бесконечности, и требуя, чтобы ответ не зависел от rc, мы находим

〈〈ϕ2(t,0)ϕ2(0,0)〉〉 ∝ t−$ , $ =
νd− α

νz
.



Лекция 11

Проблема KPZ

Проблема KPZ (Kardar-Parisi-Zhang) [56] связана с такими процесса-
ми, как распространение фронта пламени или рост кристалла из пе-
ресыщенного раствора. В обоих случаях речь идет о движущейся гра-
нице раздела, которую в нулевом приближении можно считать плос-
кой. Предметом рассмотрения являются флуктуации границы разде-
ла, производящие отклонения ее формы от плоской. Отметим, что в
обоих случаях мы имеем дело с сильной неравновесностью, и потому,
в отличие от равновесного случая, замкнутое рассмотрение одновре-
менных корреляционных функций невозможно. Поэтому при изучении
флуктуаций границы раздела надо стартовать с динамического урав-
нения, которое и является уравнением KPZ. Удивительным образом,
то же уравнение возникает в физике высокотемпературных сверхпро-
водников, описывая распределение квантовых вихрей (возникающих
при наличии внешнего магнитного поля) в случайном потенциале [57].
В этом случае роль времени играет координата вдоль направления
магнитного поля, которое определяет преимущественную ориентацию
вихрей. Таким образом, уравнение KPZ весьма универсально, что свя-
зано с его симметрийными свойствами, которые обсуждаются ниже.

11.1 Флуктуации

Продемонстрируем физическое происхождение уравнения KPZ на при-
мере роста кристалла из пересыщенного раствора. Будем считать, что
кристалл растет вдоль оси Z. Тогда форма его поверхности может
быть задана следующим соотношением

z = z0 + V t + h(t, x, y) , (11.1)

169
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где V – средняя скорость роста поверхности, а переменная h (высота
поверхности) описывает флуктуации формы поверхности вблизи плос-
кой. Уравнение KPZ имеет следующий вид

∂th = λ(∇h)2 + D∇2h + ζ . (11.2)

Первый член в правой части (11.2) связан с тем, что поверхность кри-
сталла растет со скоростью V в направлении, перпендикулярном этой
поверхности. Ненулевое значение ∇h означает наличие наклона по-
верхности, что приводит к изменению значения скорости в проекции
на ось Z. Этот эффект и описывает первый член в правой части (11.2),
причем λ = V/2. Второй член в правой части (11.2) описывает диффу-
зию атомов вдоль поверхности, которая стремится сделать ее плоской.
Последний же член в правой части (11.2) представляет собой шум, свя-
занный с флуктуациями потока атомов из раствора на поверхность.

Мы считаем, что шум ζ коротко коррелирован как во времени, так
и в пространстве. Поэтому эффективно поле ζ обладает Гауссовой ста-
тистикой, которая полностью определяется парной корреляционной
функцией

〈ζ(t1, r1)ζ(t2, r2)〉 = 2Tδ(t1 − t2)δ(r1 − r2) . (11.3)

Здесь фактор T определяет силу флуктуаций шума, и потому может
быть назван эффективной температурой. Однако во избежание недо-
разумений следует подчеркнуть, что мы имеем дело с неравновесной
ситуацией, так что для одновременной статистики h нельзя ввести рас-
пределение Гиббса. Вообще говоря, шум коррелирован на атомным
масштабах, так что δ-функции в (11.3) являются реально “шапочка-
ми” с конечной шириной. Скажем, δ(r) следует понимать, как δΛ(r),
то есть как шапочку с характерным размером Λ−1 (который является
атомным размером), нормированную условием

∫
ddr δΛ(r) = 1 .

Нас интересуют процессы, происходящие на размерах гораздо больше
атомных, то есть волновой вектор Λ играет роль “ультрафиолетовой”
обрезки.

Возвратимся теперь к универсальности проблемы KPZ. Эта уни-
версальность связана с тем, что (11.2) описывает длинноволновый пре-
дел динамики произвольного скалярного поля h при условии, что эта
динамика инвариантна относительно сдвига h → h + const, но не ин-
вариантна относительно замены знака поля h → −h. Именно поэто-
му уравнение KPZ возникает, как длинноволновый предел, в самых
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разных физических ситуациях. Конечно, интерпретация коэффициен-
тов λ, D и T , скажем, для сверхпроводников, совершенно отлична от
случая роста поверхности (это энергия вихря на единицу длины, его
упругость, и мощность случайного потенциала). Тем не менее, форма
уравнения остается той же самой.

Уравнение (11.2) можно изучать для произвольной размерности
пространства d. Наиболее интересной с физической точки зрения яв-
ляется размерность d = 2, она соответствует как росту кристалла или
распространению пламени, так и квантовым вихрям в случайном по-
тенциале. Эта размерность d = 2 также весьма интересна и с чисто
теоретической точки зрения, так как именно эта размерность является
маргинальной: флуктуационные поправки к корреляционным функ-
циям h в пространстве размерности d = 2 носят логарифмический
характер. Забегая вперед, мы можем сказать, что в проблеме KPZ
реализуется случай “асимптотической свободы”, то есть эффективная
константа связи растет с ростом масштаба. Мы приведем также неко-
торые сведения о проблеме KPZ в размерности d = 1.

Исследуем корреляционные функции поля h

〈h(t1, r1) . . . h(tn, rn)〉 , (11.4)

которые являются средними по статистике шума. Другими словами,
h надо найти, как решение уравнения (11.2) с данным ζ, затем вычис-
лить произведение h(t1, r1) . . . h(tn, rn), после чего найти среднее по ζ в
соответствии с (11.3). Мы интересуемся стационарным случаем, когда
состояние системы однородно во времени и пространстве, тогда корре-
ляционные функции (11.4) зависят от разностей времен и координат.
Мы будем считать 〈h〉 = 0. В то же время высшие корреляционные
функции h нечетного порядка не равны нулю из-за квадратичного ха-
рактера нелинейности в уравнении (11.2).

К сожалению, невозможно решить уравнение (11.2) явно, и пото-
му набросанная нами выше прямая схема вычисления корреляцион-
ных функций (11.4) может быть реализована только в рамках теории
возмущений. Как мы объяснили в лекции 10, удобно переформулиро-
вать задачу, выразив корреляционные функции (11.4) в виде функци-
онального интеграла. Это позволяет стандартным путем сформулиро-
вать теорию возмущений, а затем и ренорм-групповую процедуру, но,
кроме того, такое представление допускает некоторые важные преоб-
разования переменных, а также, в принципе, позволяет вычислять и
непертурбативные эффекты, которые невозможно получить в рамках
теории возмущений.

Повторяя шаги, сделанные в лекции 10 (в частности, вводя вспо-
могательное поле p), мы получаем корреляционные функции (11.4) в
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виде функционального интеграла по полям h и p с весом exp(iI), где
эффективное действие I строится по уравнению (11.2) с учетом (11.3)

I =
∫

dt ddr
[
p∂th−Dp∇2h− λp(∇h)2 + iTp2

]
. (11.5)

Тогда, например, парная корреляционная функция h записывается в
следующем виде

F (t1 − t2, r1 − r2) = 〈h(t1, r1)h(t2, r2)〉
=

∫
DhDp exp(iI)h(t1, r1)h(t2, r2) . (11.6)

Аналогичным образом записываются и высшие корреляционные функ-
ции h.

Как мы объяснили в той же лекции 10, полезно включить в рас-
смотрение корреляционные функции, содержащие вспомогательное по-
ле p. Скажем, парная корреляционная функция (Гриновская функция)

G(t1 − t2, r1 − r2) = 〈h(t1, r1)p(t2, r2)〉
=

∫
DhDp exp(iI)h(t1, r1)p(t2, r2) , (11.7)

имеет смысл восприимчивости системы. А именно, если добавить “внеш-
нюю силу” f(t, r) в правую часть уравнения (11.2), то, как отклик
на эту силу, возникнет среднее 〈h〉, которое в линейном приближении
определяется Гриновской функцией (11.7)

〈h(t1, r1)〉 = −i

∫
dt2 ddr2 G(t1 − t2, r1 − r2)f(t2, r2) . (11.8)

Таким образом, в силу причинности G(t, r) = 0 при t < 0. Отметим
также, что парная корреляционная функция 〈p1p2〉 равна нулю. Более
подробное обсуждение этих свойств можно найти в лекции 10.

Выражение для эффективного действия (11.5) может служить ис-
ходной точкой для построения теории возмущений. Перепишем это
выражение в виде I = I(2) + I(3):

I(2) =
∫

dt ddr
[
p∂th−Dp∇2h + iTp2

]
, (11.9)

I(3) = −λ

∫
dt ddr p(∇h)2 . (11.10)

Выражения для корреляционных функций типа (11.6,11.7) содержат
фактор exp(iI), который можно разложить в ряд по I(3). Каждый
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член в этом разложении вычисляется явно, поскольку сводится к Гаус-
совому интегралу. В результате корреляционные функции представля-
ются в виде ряда по λ.

Затравочные значения корреляционных функций определяются квад-
ратичной частью эффективного действия (11.9), что соответствует ли-
нейному исходному уравнению (11.2) (при λ = 0). Тогда интегралы
(11.6,11.7) являются Гауссовыми и могут быть вычислены явно. Все
корреляционные функции h и p при λ = 0 сводятся к этим затра-
вочным парным корреляционным функциям. Явное выражение для
парной корреляционной функции (11.6) имеет следующий вид

F0(t, r) =
∫

dω ddq

(2π)d+1
exp(−iωt + iqr)

2T

ω2 + D2q4

=
∫

ddq

(2π)d
exp(iqr)

T

Dq2
exp(−Dq2|t|) , (11.11)

где ω – частота и q – волновой вектор. Аналогичное выражение спра-
ведливо для Гриновской функции (11.7)

G0(t, r) = −
∫

dω ddq

(2π)d+1
exp(−iωt + iqr)

1
ω + iDq2

= iθ(t)
1

(4πDt)d/2
exp

(
− r2

4Dt

)
, (11.12)

где θ(t) – ступенька. В соответствии с принципом причинности Гри-
новская функция G(t) равна нулю при t < 0.

Усредняя уравнение (11.2) по статистике шума, мы находим соот-
ношение

(∂t −D∇2)〈h〉 = 〈λ(∇h)2〉 . (11.13)

Предполагая однородность в пространстве, мы приходим к выводу,
что правая часть (11.13) определяет величину дрейфа 〈∂th〉. В нулевом
приближении по λ мы находим из (11.11)

〈λ(∇h)2〉0 = λ

∫
ddq

(2π)d

T

D
.

Этот интеграл является ультрафиолетовым (расходится при больших
q), и не может быть, следовательно, вычислен в рамках макроскопиче-
ской теории. Поэтому соответствующий вклад в правой части (11.13)
следует включить в переопределение средней скорости V движения
поверхности (роста кристалла или распространения пламени), кото-
рая введена соотношением (11.1). То же относится и к вкладам бо-
лее высокого порядка в 〈∂th〉: все они являются ультрафиолетовыми
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Рис. 11.1: Вклад в среднее значение ∂th.

и должны быть включены в переопределение V . Таким образом, и с
учетом флуктуационных поправок 〈∂th〉 следует считать нулевым.

Рассмотрим ряд теории возмущений для корреляционных функций
h и p. Как следует из выражения (11.10) для члена взаимодействия
в эффективном действии, ряд теории возмущений определяется диа-
граммами с линиями, которые представляют парную корреляционную
функцию (11.11) и Гриновскую функцию (11.12), и вершинами третье-
го порядка, каждой из которых сопоставляются множитель λ. Как и
раньше (смотри лекцию 10), мы будем изображать парную корреляци-
онную функцию сплошной линией, а Гриновскую функцию – комби-
нированной (сплошной-пунктирной) линией (тогда сплошные линии
соответствуют полю h, а пунктирная линия соответствукт полю p).
Как видно из выражения (11.10), разложение в ряд теории возмуще-
ний содержит градиенты поля h, то есть сплошной линии, входящей
в некоторую вершину, следует сопоставлять градиент F0 или G0 (в
зависимости от типа линии). В качестве примера на рисунке 11.1 при-
ведена диаграмма, которая дает поправку к 〈∂th〉. Она представляет
нулевой по λ член разложения соотношения (11.13), которое обсужда-
лось выше.

Сравнивая член взаимодействия (11.10) со вторым членом в квад-
ратичном действии (11.9), мы приходим к выводу, что теория возму-
щений строится по параметру λhch/D, где hch – характерное значение
поля h. Если d > 2, то сренеквадратичная флуктуация поля h на мас-
штабе r может быть оценено с помощью (11.11)

h2
r ∼ F0(t = 0, r) ∼ T

D
r2−d . (11.14)

Как видно из этого выражения, флуктуации h максимальны на мас-
штабе r ∼ Λ−1, то есть h2

ch ∼ TΛd−2/D. Поэтому безразмерным пара-
метром, который определяет силу флуктуаций, является λ2h2

ch/D2 ∼
Tλ2Λd−2/D3. Если этот параметр мал, то флуктуации являются сла-
быми, и поправки к (11.11,11.12) незначительны на всех масштабах.
Если же этот параметр велик, то система находится в режиме сильной
связи, и очень трудно сказать о ней что-либо определенное. Перейдем
теперь к размерности d ≤ 2. В этом случае при t = 0 интеграл (11.11)
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по q расходится при малых q, то есть он определяется шкалами поряд-
ка размеров системы. В этом случае среднеквадратичную флуктуацию
h2 на масштабе r может быть оценена через парную корреляционную
функцию, где исключены флуктуации поля h на больших масштабах
(порядка размера системы):

h2
r ∼ F0(t = 0, 0)− F0(t = 0, r) ∼ T

D
r2−d , (11.15)

как следует из (11.11). Мы видим, что при d ≤ 2 флуктуации поля h
растут с ростом масштаба r. Поэтому при достаточно большом раз-
мере системы мы обязательно попадаем в режим сильной связи. Тем
не менее, если Tλ2/(D3Λ2−d) ¿ 1, то существует область масштабов,
где флуктуации поля h слабы. Эта область масштабов определяется
неравенством λhr/D ¿ 1, то есть [D3/(Tλ2)]1/(2−d) À r À Λ−1. Здесь
поправки к (11.11,11.12) могут вычисляться по теории возмущений.
Для бо́льших же масштабов теория возмущений не работает, там кор-
реляционные функции h сильно ренормируются.

В двумерном случае в выражении (11.15) вместо степени появля-
ется логарифм: h2

r ∼ (T/D) ln(Λr). Это является проявлением марги-
нальности размерности d = 2. Именно этот случай d = 2 мы анали-
зируем далее. В этой размерности условие слабости флуктуаций на
малых масштабах имеет вид Tλ2/D3 ¿ 1. Оно будет предполагаться
выполненным в дальнейшем. Параметр λhr/D, характеризующий си-
лу флуктуаций, остается малым в области масштабов Λ−1 ¿ r ¿ Rc,
где ln(RcΛ) ∼ D3

Tλ2 . В терминах квантовой хромодинамики Rc соот-
ветствует длине конфайнмента (невылетания кварков). На масшта-
бах r & Rc выражения (11.11,11.12) для корреляционных функций
(11.6,11.7) существенно модифицируются. К сожалению, очень трудно
сказать что-либо определенное об этой области сильной связи. Поэто-
му в дальнейшем мы будем рассматривать в основном область слабой
связи Λ−1 < r < Rc.

Первые поправки к Гриновской функции (11.7) и парной корреля-
ционной функции (11.6) определяются диаграммами, приведенными
на рисунках 11.2 и 11.3, соответственно. На этих диаграммах имеется
петля G − F , которой (с точностью до коэффициента) соответствует
следующее аналитическое выражение (в Фурье-представлении)

∫
dν d2k

(2π)3
(k2 + qk)(kq)F0(ν, k)G0(ν + ω, k + q) ,

где ω и q – частота и волновой вектор Гриновской функции или парной
корреляционной функции, к которой вычисляется поправка. Выписан-
ное выражение пропорционально q2 ln(Λ/q), где логарифм происходит
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Рис. 11.2: Первая поправка к Гриновской функции.
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Рис. 11.3: Первые поправки к парной корреляционной функции.

из области интегрирования q < k < Λ. Суммируя затем собственно-
энергетический ряд с петлей G−F в выражении для Гриновской функ-
ции G, мы приходим к выводу, что петля G−F дает логарифмическую
поправку к “коэффициенту диффузии” D. F −F петле на рисунке 11.3
соответствует (с точностью до коэффициента) следующее аналитиче-
ское выражение (в Фурье-представлении)

∫
dν d2k

(2π)3
(k2 + qk)2F0(ν, k)F0(ν + ω, k + q) ,

где ω и q – частота и волновой вектор парной корреляционной функ-
ции, к которой вычисляется поправка. Выписанное выражение про-
порционально ln(Λ/q), который происходит из области интегрирова-
ния q < k < Λ. Сравнивая выражение для поправки к F , обусловлен-
ной диаграммой с петлей F − F , мы находим, что F − F петля дает
логарифмическую поправку к “температуре” T .

11.2 Ренорм-группа

Мы приходим к выводу, что при d = 2 возникают логарифмические
поправки к параметрам корреляционных функций. В этой ситуации
наиболее удобным способом анализа является ренорм-группа. Ниже
мы выводим ренорм-групповые уравнения для параметров эффектив-
ного действия (11.5).
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Сделаем элементарный шаг ренорм-групповой процедуры. Для это-
го разделим поля h и p на быструю и медленную части:

h = h′ + h̃ , p = p′ + p̃ , (11.16)

где быстрые компоненты h̃ и p̃ содержат Фурье-гармоники с волновы-
ми векторами от Λ′ до Λ. (Как и в лекции 10, мы не вводим ограниче-
ний по частотам для быстрых полей.) Затем необходимо проинтегри-
ровать по h̃ и p̃ функцию распределения вероятности exp(iI) с тем,
чтобы получить функцию распределения для медленных полей:

exp(iI ′) =
∫
Dh̃Dp̃ exp(iI) . (11.17)

Подставляя декомпозицию (11.16) в (11.5), мы получаем

I = I(h′, p′) + I(h̃, p̃) + Iint , (11.18)

Iint = −λ

∫
dt d2r

{
p′(∇h̃)2 + 2p̃∇h′∇h̃

}
. (11.19)

Как обычно, мы опустили в (11.19) линейный по быстрым полям член,
поскольку он не производит интересующих нас логарифмов. Далее,
раскладывая правую часть соотношения (11.17) по Iint, мы получаем

I ′(h′, p′)− I(h′, p′) = 〈Iint〉+
i

2
〈I2

int

〉− 1
6

〈I3
int

〉
+ . . . , (11.20)

где угловые скобки означают усреднение по быстрым полям, и, как
обычно, надо принимать во внимание только связные диаграммы.

В главном приближении среднее в правой части (11.20) можно вы-
числять по функции распределения exp[iĨ(2)], где Ĩ(2) – член второ-
го порядка в действии для быстрых переменных, смотри (11.9). Это
приближение называется обычно однопетлевым. Только члены второ-
го и третьего порядка в соотношении (11.20) содержат логарифмы,
и, следовательно, только эти члены следует удержать при вычисле-
нии I ′(h′, p′)− I(h′, p′). Подставляя выражение (11.19) в соотношение
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(11.20), мы находим следующие вклады в I ′(h′, p′)− I(h′, p′):
∫

dt d2r ∆λp′(∇h′)2 = −2λ3

∫
dt1 dr1

∫
dt2 d2r2

×
∫

dt3 d2r3

〈
p′1(∇h̃1)2p̃2∇h′2∇h̃2p̃3∇h′3∇h̃3

〉
, (11.21)

∫
dt d2r ∆Tp′2 =

λ2

2

∫
dt1 d2r1

×
∫

dt2 d2r2

〈
p′1(∇h̃1)2p′2(∇h̃2)2

〉
, (11.22)

∫
dt d2r ∆D∇p′∇h′ = 2iλ2

∫
dt1 d2r1

×
∫

dt2 d2r2

〈
p′1(∇h̃1)2p̃2∇h′2∇h̃2

〉
. (11.23)

Отметим, что отсутствуют поправки к члену p∂th в эффективном дей-
ствии (11.5), поскольку Iint, определяемое (11.19), содержит только
градиенты h. Средние от быстрых переменных в правых частях соот-
ношений (11.21,11.22,11.23) можно при помощи теоремы Вика выра-
зить через средние от быстрых переменных, которые при Λ′ < q < Λ
(или Λ−1 < r < Λ′−1) определяются выражениями (11.11,11.12). В
медленных полях в выражениях (11.21,11.22,11.23) аргументы мож-
но сделать идентичными (скажем, все три положить равными t1, r1),
поскольку медленное поле слабо меняется на масштабе Λ′−1, характер-
ном для корреляционных функций быстрых полей. После этого инте-
гралы по t2, t3 и r2, r3 могут быть вычислены явно (для этого лучше
перейти в Фурье-представление и по координатам, и по времени). В
результате мы получаем

∆λ = 0 , ∆D = 0 , ∆T =
λ2T 2

2πD3
ln(Λ/Λ′) . (11.24)

Разумеется, отсутствие поправок к λ и D не является случайным. Оно
связано с некоторыми симметрийными свойствами рассматриваемой
проблемы, которые рассматриваются далее.

Обратим внимание на то, что в силу (11.24) ∆T/T пропорциональ-
но параметру Tλ2/D3, который мы считаем малой величиной. Поэто-
му возможен такой выбор Λ′, при котором ln(Λ/Λ′) является большой
величиной, в то время как относительная поправка к T мала. Имен-
но такой выбор мы имеем в виду. Исключив переменные с волновыми
векторами вплоть до Λ′, мы можем затем повторить процедуру исклю-
чения быстрых переменных, сдвигая тем самым текущую обрезку Λ′

в сторону малых волновых векторов (в область больших масштабов).
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Тем самым мы приходим к многошаговой процедуре исключения быст-
рых переменных. Если при каждом шаге относительное изменение T
мало, то этот параметр изменяется при этой многошаговой процедуре
в соответствии со следующим дифференциальным уравнением

dT

dξ
=

λ2T 2

2πD3
, ξ = ln(Λ/Λ′) . (11.25)

Параметры же λ и D в соответствии с (11.24) остаются неизменными.
Из (11.25) следует следующее уравнение

dg

dξ
= g2 (11.26)

для параметра

g =
λ2T

2πD3
, (11.27)

который играет роль безразмерной константы взаимодействия. Мы на-
зываем величину, подчиняющуюся уравнению (11.26), инвариантным
зарядом. Поскольку инвариантный заряд растет с ростом масштаба,
мы сталкиваемся с ситуацией “асимптотической свободы” (термин из
квантовой хромодинамики, в рамках которой это явление было впер-
вые исследовано). Уравнение (11.26) имеет хорошо известное решение

g =
g0

1− g0 ln(Λ/Λ′)
,

где g0 – значение константы взаимодействия на малых масштабах
∼ Λ−1. Мы как раз предположили, что комбинация Tλ2/D3 мала на
малых масштабах, то есть g0 ¿ 1. Тогда, несмотря на рост константы
взаимодействия g с масштабом, она остается малой вплоть до масшта-
ба Rc, где ln(ΛRc) = g−1

0 , что дает

ln(RcΛ) =
D3

2πTλ2
, (11.28)

где фигурируют затравочные константы. На шкалах больше, чем Rc,
мы не можем применять РГ-метод, поскольку константа взаимодей-
ствия становится уже не малой, это область сильной связи.

Некоторые свойства корреляционных функций h можно устано-
вить, используя свойства симметрии уравнения (11.2). Прежде, чем
сформулировать эти свойства, удобно несколько изменить форму урав-
нения (11.2), перемасштабировав поле h и время t. В результате этого
преобразования изменяются коэффициенты λ и D. Нам будет удобно
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выбрать следующие значения: λ = 1/2 и D = 1. Тогда уравнение (11.2)
переписывается в следующем виде:

∂th =
1
2
(∇h)2 +∇2h + ζ . (11.29)

Если d 6= 2, то параметр T также может быть переопределен, если
включить в игру перемасштабирование координат. Тогда единствен-
ным параметром теории останется ультрафиолетовая обрезка Λ. Од-
нако далее нам удобнее будет сохранять параметр T . В размерности
d = 2 область слабой связи существует при T ¿ 1.

Уравнение (11.29) инвариантно относительно преобразования

h(t, r) → h(t, r − vt)− vr , ζ(t, r) → ζ(t, r − vt) , (11.30)

где v – произвольный инфинитеземальный параметр. Соотношение
(11.3) также инвариантно относительно преобразования (11.30). Таким
образом проблема KPZ имеет симметрию, которую можно назвать Га-
лилеевской инвариантностью, так как преобразование (11.30) напоми-
нает преобразование Галилея. На самом деле инвариантность пробле-
мы KPZ относительно преобразования (11.30) связана с исходной вра-
щательной инвариантностью проблемы. Преобразование (11.30) воз-
никает, если произвести поворот системы координат, затрагивающий
ось Z, как следует из (11.1). Инвариантность проблемы относительно
преобразования (11.30) показывает, что члены с ∂th и с (∇h)2 в урав-
нении KPZ должны иметь один и тот же закон преобразования при
ренормировке. Это объясняет отсутствие логарифмических поправок
к λ, которое мы установили в рамках РГ-процедуры, так как не мо-
жет возникать логарифмических поправок к члену ∂th в эффективном
действии.

11.3 Скейлинг

Проблема KPZ обладает интересными свойствами в размерности d =
1. Главная особенность этого случая заключается в том, что нелиней-
ный член в уравнении (11.29) сохраняет “энергию”

U =
1
2

∫
dx (∂xh)2 . (11.31)

Действительно,
∫

dx
δU
δh

(∂xh)2 = −
∫

dx ∂2
xh(∂xh)2 = −1

3

∫
dx ∂x(∂xh)3 → 0 . (11.32)
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Следовательно, стационарным распределением вероятности в данном
случае является “распределение Гиббса”

P(h) ∝ exp (−U/T ) , (11.33)

где P – функция распределения вероятности для одновременных функ-
ций поля h. Обоснование этого утверждения можно найти в приложе-
нии A.2. Прежде всего, уравнение (11.29) имеет вид (A.56,A.59) с Ξ̂ = 1
и ḡ = (∂xh)2/2. Второе из условий (A.60) эквивалентно соотношению
(11.32). Что же касается первого соотношения, то мы должны сначала
записать δḡ(x)/δh(x1) = ∂xh(x)δ′(x − x1). Далее здесь надо положить
x = x1, что дает неопределенность. Поэтому надо вспомнить, что ре-
ально δ(x) представляет симметричную “шапочку” δλ(x), для которой
δ′λ(0) = 0. Таким образом, δḡ(x)/δh(x) = 0, что дает первое условие в
(A.60). Итак, все условия, ведущие к (11.33), соблюдены.

Распределение (11.33) является Гауссовым, и потому все одновре-
менные функции h сводятся к парной корреляционной функции

F (x1 − x2) = 〈h(t, x1)h(t, x2)〉 . (11.34)

В соответствии с (11.34) функция F (x) определяется интегралом

F (x) =
∫ +∞

−∞

dq

2π
exp(iqx)

T

q2
. (11.35)

Как и ранее (в размерности d < 2), мы сталкиваемся с инфракрас-
ной расходимостью, то есть основной вклад в парную корреляционную
функцию h связан с флуктуациями с масштабом порядка размера си-
стемы. Чтобы оценить величину флуктуаций поля h на данном мас-
штабе x, надо использовать величину 〈(h1 − h2)2〉, в которой вычтен
вклад длинноволновых флуктуаций. Здесь h1 = h(t, x1), h2 = h(t, x2)
и x = x1 − x2. Мы находим из (11.35)

〈(h1 − h2)2〉 = T |x1 − x2| , (11.36)

Таким образом, мы установили скейлинговое (степенное) поведение
величины 〈(h1 − h2)2〉. Заметим, что выражение (11.36) соответствует
режиму сильной связи, поскольку оно получено в пределе Λ →∞, что
в размерности d < 2 соответствует именно сильному взаимодействию
флуктуаций h. Это позволяет высказать предположение, что и при
d > 1 в режиме сильной связи 〈(h1 − h2)2〉 ∝ |x1 − x2|µ, где µ – неко-
торый показатель, который зависит от размерности пространства. В
частности, такое поведение ожидается при d = 2 на масштабах больше
Rc. Это предположение подтверждают данные, полученные в резуль-
тате численного моделирования уравнения (11.29) на компьютере.
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Несмотря на наличие полной информации об одновременных кор-
реляционных функциях h при d = 1, о разновременных корреляци-
онных функциях поля h при d = 1 мало что известно. Этот являет-
ся отражением того факта, что система реально находится в режиме
сильной связи, и потому никакие соображения, основанные на теории
возмущений, не работают. Одновременные же корреляционные функ-
ции h удалось найти только благодаря специальному свойству (11.32).

11.4 Преобразование Коула-Хопфа
Уравнение (11.29) можно преобразовать к линейному, если перейти к
переменной

Ψ = exp(h/2) . (11.37)

Это преобразование известно, как преобразование Коула-Хопфа. В
терминах функции Ψ уравнение (11.29) переписывается следующим
образом

∂tΨ = ∇2Ψ + (ζ/2)Ψ . (11.38)

Таким образом вместо нелинейного уравнения (11.29) мы приходим к
линейному. Однако вместо аддитивного шума в этом уравнении име-
ется шум мультипликативный. Поэтому преобразование Коула-Хопфа
не ведет к автоматическому решению проблемы KPZ. Более того, кор-
реляционные функции Ψ не обладают никаким простым скейлинго-
вым поведением (которое ожидается для корреляционных функций
h). Тем не менее, представление (11.37) позволяет получить ряд ин-
тересных соотношений, касающихся режима сильной связи, которые
рассматриваются далее.

Исходя из (11.38), можно получить эффективное действие для поля
Ψ, которое имеет вид

ICH =
∫

dt ddr

{
P∂tΨ− P∇2Ψ +

iT

4
P 2Ψ2

}
, (11.39)

где P вспомогательное поле, “сопряженное” Ψ. Корреляционные функ-
ции величины Ψ могут быть представлены, подобно (11.6), как функ-
циональные интегралы:

〈Ψ1 . . . ΨN 〉 =
∫
DΨDP exp (iICH)Ψ1 . . . ΨN . (11.40)

Аналогичным образом записываются и корреляционные функции, вклю-
чающие вспомогательное поле P . Отметим, что среднее Ψ нулю не
равно, как это очевидно из представления (11.37). Поэтому, например,
теорию возмущений следует строить по отклонению Ψ от его среднего.
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Можно стандартным образом построить ренорм-групповую проце-
дуру для эффективного действия (11.39). Проделаем элементарный
шаг РГ-процедуры, разделив поля на быструю Ψ̃, P̃ и медленную Ψ′, P ′

части. Тогда действие (11.39) разбивается на сумму

ICH(Ψ′, P ′) + ICH(Ψ̃, P̃ ) + Iint.

Для получения уравнений ренорм-группы в однопетлевом приближе-
нии достаточно сохранить члены второго порядка по Ψ̃, P̃ :

Iint =
iT

4

∫
dt ddr

{
(P ′)2Ψ̃2 + P̃ 2(Ψ′)2 + 4P ′Ψ′P̃ Ψ̃

}
. (11.41)

После интегрирования по быстрым переменным возникает поправка
к четверному члену в действии для медленных переменных, кото-
рая происходит из среднего по быстрым переменным вида 〈[(P ′)2Ψ̃2] ·
[P̃ 2(Ψ′)2]〉. Отметим, что среднее 〈[P ′Ψ′P̃ Ψ̃] · [P ′Ψ′P̃ Ψ̃]〉 равно нулю в
силу причинности. В результате воспроизводится выражение (11.24)
для поправки к T и далее РГ-уравнение (11.26) в d = 2.

Таким образом, действие (11.39) оказывается ренормируемым, то
есть в маргинальной размерности d = 2 воспроизводится с точностью
до логарифмических поправок при исключении быстрых переменных.
Таким образом член P∇2Ψ ренормируется (точнее, остается неизмен-
ным), как единое целое. Но член ∇2Ψ порождает оба вклада, с ко-
эффициентами λ и D в исходном уравнении (11.2). Поэтому законы
ренормировки λ и D должны быть идентичными. Мы уже доказа-
ли, что к λ логарифмических поправок нет. Вследствие этого должны
отсутствовать и логарифмические поправки к D, что находится в со-
ответствии с результатами прямых РГ-вычислений (смотри выше).

Оказывается, используя δ-коррелированность во времени шума, мож-
но получить замкнутые уравнения для одновременных корреляцион-
ных функций

SN (t, r1, . . . , rN ) = 〈Ψ(t, r1) . . . Ψ(t, rN )〉 exp
[
−T

4
NδΛ(0)

]
. (11.42)

Здесь последний множитель в экспоненте соответствует ультрафиоле-
товой константе, которую надо включить в переопределение скорости
дрейфа. Поэтому в дальнейшем этот множитель игнорируется. Про-
делывая процедуру, аналогичную выводу уравнения Фоккера-Планка
(смотри приложение A.2), мы находим из (11.38)

∂tSN =
N∑

k=1

∇2
kSN +

T

2

∑

k>j

δΛ (rk − rj)SN . (11.43)
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В частности для N = 2 мы получаем

∂tS2(t, r) = 2∇2S2 +
T

2
δΛ (r)S2 , (11.44)

где r = r1 − r2.
Уравнения (11.43) имеют вид уравнений Шредингера (в мнимом

времени): ∂tSN = −ĤNSN , причем гамильтониан ĤN соответству-
ет притягивающимся Бозе-частицам с короткодействующим потенци-
алом. Рассмотрим асимптотическое (на больших временах) поведение
корреляционных функций (11.40). Произвольные начальные условия
(скажем, h = 0 при t = 0, то есть Ψ = 1 и SN = 1 при t = 0) можно
разложить по собственным функциям ΦNm гамильтониана ĤN :

(
ENm +

N∑

i=1

∇2
i

)
ΦNm = −T

2

∑

i<j

δ(ri − rj)ΦNm , (11.45)

где ENm – собственные значения Гамильтониана ĤN . Тогда зависи-
мость SN от времени записывается в следующем виде

SN =
∑
m

Am exp (−ENmt) ΦNm ,

где коэффициенты Am определяются разложением начального состо-
яния по SNm. Поскольку основное состояние обладает наименьшей
энергией, то мы приходим к выводу о выживании только основного
состояния ĤN на больших временах.

Хорошо известно, что для притягивающихся Бозе-частиц с корот-
кодействующим потенциалом при d ≤ 2 имеются связанные состояния
для любого количества частиц, в то время как при d > 2 ситуация
сложнее. Если взаимодействие частиц слабо, то имеется только непре-
рывный спектр, в то время как при сильном взаимодействии возни-
кают связанные состояния (критерий, различающий эти два случая,
обсуждался выше, он явно включает обрезку Λ). Если имеется толь-
ко непрерывный спектр, то основное состояние соответствует его дну,
то есть E = 0. Поэтому асимптотически по времени SN выйдет на
стационар: SN ∝ ΦN0. Это соответствует случаю слабой связи, когда
корреляционные функции (11.40) могут вычисляться по теории воз-
мущений, в которой нулевым приближением является Ψ = 1. Если же
имеется связанное N -частичное состояние, то именно оно будет опреде-
лять асимптотическое поведение SN , причем сохранится зависимость
от времени:

SN ∝ exp (−EN0t)ΦN0. (11.46)

Это соответствует случаю сильной связи.
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Возвращаясь теперь к выражению (11.37), мы заключаем, что в
случае сильной связи должна быть явная зависимость от времени в
одновременных корреляционных функциях h. Спрашивается, откуда
берется эта зависимость? Дело в том, что при наличии сильной связи
возникают ненулевые средние 〈hn〉, растущие со временем. Это озна-
чает, что со временем накапливаются однородные флуктуации поля
h, что является следствием сильного взаимодействия. Поясним проис-
хождение средних на формальном языке. Для этого надо вернуться к
соотношению (11.13). Как мы объяснили ранее, в среднем 〈(∇h)2〉 име-
ется ультрафиолетовый вклад, который надо включить в переопреде-
ление скорости дрейфа поверхности V . Однако в этом среднем име-
ется и инфракрасный вклад, который для d = 2 можно оценить, как
R−2

c (напомним, что сейчас мы работаем в системе единиц, где D = 1,
λ = 1/2). Разумеется, этот вклад также можно включить в переопре-
деление V , однако невозможно исключить инфракрасные вклады во
всех средних 〈hn〉. Эти средние и конвертируются в зависимость от
времени корреляционных функций (11.42). Заметим, что наличие од-
нородных средних не влияет на разность h(t, r1) − h(t, r2), так что
распределение вероятности этой величины остается стационарным.

Исходя из приведенных выше качественных соображений следует
ожидать |EN0| ∼ R−2

c при d = 2. Проверим это ожидание, найдя в d = 2
энергию основного состояния для N = 2. Для этого случая собственная
функция Φ основного состояния зависит только от разности координат
r = r1 − r2, уравнение (11.45) приобретает следующий вид

(
E + 2∇2

)
Φ = −T

2
δΛ(r)Φ , (11.47)

где мы ввели значок Λ у δ-функции, чтобы напомнить о том, что реаль-
но это - “шапочка”, размазанная на масштабе Λ−1. Уравнение (11.47)
может быть решено при условии T ¿ 1 (что при d = 2 является усло-
вием существования интервала масштабов, где связь является слабой).
Его решение имеет вид

Φ(r) = K0

(√
|E|
2

r

)
, (11.48)

8π

T
= ln

Λ√
|E| . (11.49)

Выражение (11.48) справедливо при Λr À 1. При D = 1, λ = 1/2
соотношение (11.28) приобретает вид ln(RcΛ) = 8π/T . Таким образом,
как и ожидалось, |E| ∼ R−2

c .
В соответствии с (11.48) корреляционная функция Ψ обладает ло-

гарифмическим поведением при Rc > r > Λ−1 и экспоненциально спа-
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дает на больших масштабах r > Rc. Такого же типа поведение ожи-
дается и для “многочастичных” связанных состояний ΦN0, которые
определяют поведение корреляционных функций SN (11.42). Отметим
также, что для того, чтобы восстановить одновременные корреляци-
онные функции h, необходимо явно знать весь набор SN , то есть все
связанные состояния ΦN0.

Задачи

Задача 11.1
Найти EN0 в размерности d = 1.

Решение задачи 11.1
Как мы уже установили, h(t, x1)−h(t, x2) обладает Гауссовой стати-

стикой, не зависящей от времени. Величины же 〈hn〉 определяются од-
нородными по пространству флуктуациями h. Взаимной корреляции
между h(t, x1)−h(t, x2) и однородными флуктуациями h нет, посколь-
ку в противном случае зависимость от x в корреляционных функциях
(11.42) не отделялась бы, как это должно быть в соответствии с (11.46).
В результате мы находим

SN = 〈exp(Nh/2)〉 exp


−T

4

∑

i<j

|xi − xj |

 , (11.50)

где мы использовали (11.36) и Гауссовость статистики разностей. Лег-
ко проверить, что выражение (11.50) является решением уравнения
(11.45), то есть на больших временах

〈exp(Nh/2)〉 = exp (−EN0t) , (11.51)

в соответствии с (11.46) (мы сдвинули время так, чтобы обратить в
единицу коэффициент пропорциональности). Чтобы найти EN0, проще
всего рассмотреть случай, когда xi упорядочены: x1 > x2 > · · · > xN .
Тогда

SN ∝ exp

[
−T

4

N∑

k=1

(N + 1− 2k)xk

]
.

Теперь мы находим в соответствии с (11.45)

EN0SN = −
N∑

k=1

∂2

∂x2
i

SN = −T 2

48
N(N2 − 1)SN .
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Задача 11.2
Динамика трехкомпонентного поля ϕ в размерности 1 + 2 описы-

вается следующим стохастическим уравнением

∂tϕi = λεαβεikn∇αϕk∇βϕn + D∇2ϕi + ζi ,

где εαβ и εikn являются 2d и 3d антисимметричными тензорами, а ζ –
случайная сила, которая является белым шумом:

〈ζi(t1, r1)ζj(t2, r2)〉 = 2Tδijδ(t1 − t2)δ(r1 − r2) .

Найти ренорм-групповые уравнения для параметров λ, D и T . Выра-
зить ответ через инвариантный заряд.

Решение задачи 11.2
Эффективное действие для рассматриваемой задачи имеет вид

I =
∫

dt d2r
{
pi∂tϕi − piλεαβεikn∇αϕk∇βϕn + D∇jpi∇jϕi + iTp2

}
.

Прежде всего заметим, что

dλ

dξ
= 0 ,

dT

dξ
= 0 .

Это является следствием того, что, интегрируя по частям в члене с
λ в действии I градиент можно перебросить на любое поле. Поэтому
производимые при исключении быстрых переменных членом взаимо-
действия с λ поправки к действию всегда содержат производные от
медленных полей. Уравнение на D получается прямым вычислением

dD

dξ
= − λ2T

πD2
= −1

3
gD , g =

3λ2T

πD2
.

Здесь g – инвариантный заряд:

dg

d ln(Λ/Λ′)
= g2 , g =

g0

1− g0 ln(Λ/Λ′)
.

Таким образом, мы опять имеем дело с асимптотической свободой.



Лекция 12

Двумерная
гидродинамика

В настоящей лекции мы изучаем роль тепловых флуктуаций в двумер-
ной гидродинамике, то есть мы считаем, что система находится в теп-
ловом равновесии и интересуемся вкладом флуктуаций в законы дис-
персии собственных мод системы. Мы рассматриваем два различных
класса объектов. Во-первых, это тонкие пленки жидкости на твердой
подложке, которые можно считать двумерными на достаточно боль-
ших масштабах. Такие пленки в силу их взаимодействия с подложкой
не являются замкнутыми системами. Тем не менее, мы можем описы-
вать их в рамках двумерной гидродинамики, если трение о подложку
является пренебрежимо малым. Хотя такой случай чрезвычайно труд-
но реализовать экспериментально, задача представляет несомненный
методический интерес. Впервые эта задача была рассмотрена в работе
[58]. Взаимодействие с подложкой отсутствует для свободно подвешен-
ных пленок. Они являются вторым классом объектов, которые мы рас-
сматриваем. Свободно подвешенные пленки также не могут быть опи-
саны в рамках собственно двумерной гидродинамики, поскольку они
обладают изгибной степенью свободы, наличие которой существенно
изменяет ситуацию по сравнению с чисто двумерной гидродинамикой.
Поэтому случай свободно подвешенных пленок требует особого рас-
смотрения.

188
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12.1 Уравнение Навье-Стокса
Мы начинаем с несжимаемой двумерной гидродинамики, которая опи-
сывается уравнением Навье-Стокса

∂tv + (v∇)v = ν∇2v −∇P/ρ + ζ . (12.1)

Здесь v – скорость, ν – коэффициент кинематической вязкости, P –
давление, ρ – двумерная плотность массы (которая считается однород-
ной), и ζ – Ланжевеновские силы (тепловой шум). Уравнение Навье-
Стокса (12.1) должно быть дополнено условием несжимаемости

∇v = 0 . (12.2)

Ланжевеновские силы характеризуются следующей корреляционной
функцией

〈ζα(t1, r1)ζβ(t2, r2)〉 =
Tν

ρ
δ(t1 − t2)

∫
d2q

(2π)2
(
q2δαβ − qαqβ

)
eiqr, (12.3)

где r = r1−r2, а T – температура. Заметим, что в несжимаемом случае
давление P не является независимой динамической переменной. Оно
определяется уравнением (12.1) и условием несжимаемости (12.2), ко-
торые ведут к соотношению

ρ∇ [(v∇)v] = −∇2P , (12.4)

связывающему давление P со скоростью v, через которую давление
выражается нелокальным и нелинейным образом.

Повторяя процедуру, описанную в лекции 10, мы можем свести про-
блему вычисления (разновременных) корреляционных функций флук-
туирующих величин к функциональным интегралам с весом exp(iI)
где I – эффективное действие, построенное по уравнению (12.1):

I =
∫

dt d2r

[
pα∂tvα + pαvβ∂βvα + ν∂αpβ∂αvβ + i

T

νρ
(∂αpβ)2

]
. (12.5)

Здесь p – вспомогательное поле, удовлетворяющее условию, ∇p = 0,
аналогичному условию несжимаемости ∇v = 0 (условие ∇p = 0 мо-
тивируется тем, что поле p должно содержать столько же степеней
свободы, сколько и v). Благодаря условию ∇p = 0 член с давлением
в уравнении Навье-Стокса (12.1) выпадает из эффективного действия
(12.5). Последний член в эффективном действии (12.5) появляется по-
сле усреднения по статистике Ланжевеновских сил в соответствии с
корреляционной функцией (12.3).
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Например, парная корреляционная функция скорости записывает-
ся, как следующий функциональный интеграл

Fαβ(t1 − t2, r1 − r2) = 〈vα(t1, r1)vβ(t2, r2)〉
=

∫
DvDp exp(iI)vα(t1, r1)vβ(t2, r2) . (12.6)

Полезно ввести также “смешанные” корреляционные функции (куда
входит поле p), скажем, парную корреляционную функцию

Gαβ(t1 − t2, r1 − r2) = 〈vα(t1, r1)pβ(t2, r2)〉
=

∫
DvDp exp(iI)vα(t1, r1)pβ(t2, r2) , (12.7)

которую мы будем именовать функцией Грина. Функция Грина опре-
деляет восприимчивость системы. Действительно, предположим, что к
системе приложена внешняя распределенная сила. Тогда ее плотность
fα должна быть добавлена в правую часть уравнения (12.1):

∂tv + (v∇)v = ν∇2v −∇P/ρ + ζ + f/ρ , (12.8)

где предполагается также условие ∇f = 0. Под воздействием внешней
силы в системе возникает средняя скорость 〈v〉, которая в линейном
приближении выражается следующим образом

〈vα(t1, r1)〉 = − i

ρ

∫
dt2 d2r2 Gαβ(t1 − t2, r1 − r2)fβ(t2, r2) . (12.9)

Чтобы получить соотношение (12.9) необходимо включить член с си-
лой f в эффективное действие (12.5), использовать выражение типа
(12.6,12.7) для средней скорости 〈vα〉 и разложить exp(iI) до первого
порядка по f . Заметим, что из (12.9) в силу причинности следует, что
G(t) должно равняться нулю при t < 0. Функции F и G исчерпывают
набор парных корреляционных функций, поскольку корреляционная
функция 〈pα(t1, r1)pβ(t2, r2)〉 равна нулю (доказательство этого факта
можно найти в лекции 10).

Теперь мы приступает к рассмотрению флуктуационных эффек-
тов в двумерной гидродинамике. Прежде всего, мы заключаем, что
взаимодействие флуктуаций скорости, которое определяется нелиней-
ным членом в уравнении Навье-Стокса, описывается членом третьего
порядка I(3) в эффективном действии (12.5). Можно построить тео-
рию возмущений, которая получается разложением функциональных
интегралов по I(3). Различные члены этого взаимодействия представ-
ляются диаграммами, на которых фигурируют вершины третьего по-
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рядка. Линиям на этих диаграммах соответствуют затравочные кор-
реляционные функции (12.6,12.7), а вершинные функции определя-
ются структурой I(3). Первые поправки к корреляционным функци-
ям (12.6,12.7) определяются диаграммами, приведенными на рисунках
11.7,11.48. Напомним, что сплошные линии на этих диаграммах со-
ответствуют корреляционной функции (12.6), а комбинированные ли-
нии соответствуют Гриновской функции (12.7) (причем ее пунктирная
часть соответствует полю p).

Анализ первых (однопетлевых) вкладов теории возмущений в F
и G показывает, что их можно интерпретировать, как логарифмиче-
ские поправки к кинематической вязкости ν. То же справедливо и для
ряда высших вкладов теории возмущений. Таким образом, мы ока-
зываемся в ситуации, которую наиболее естественно анализировать в
рамках ренорм-групповой (РГ) процедуры. Поэтому далее мы анали-
зируем элементарный шаг РГ-процедуры, который заключается в вы-
делении “быстрых” частей полей с последующим интегрированием по
ним функции распределения вероятности exp(iI), в результате чего
получается функция распределения вероятности для “медленных” по-
лей.

Разделим поля v и p на быструю и медленную части, обозначая их
тильдой и штрихом, соответственно:

v = v′ + ṽ , p = p′ + p̃ . (12.10)

Здесь поля ṽ и p̃ содержат Фурье-гармоники с волновыми векторами q,
лежащими в интервале Λ′ < q < Λ, где Λ – ультрафиолетовая обрезка.
В дальнейшем мы считаем логарифм ln(Λ/Λ′) большой величиной и
производим отбор по этому параметру.

Подставляя (12.10) в эффективное действие (12.5), мы находим

I = I(v′, p′) + I(ṽ, p̃) + Iint , (12.11)

Iint =
∫

dt d2r
{−∂βp′αṽβ ṽα + p̃αv′β∂β ṽα + p̃αṽβ∂βv′α

}
. (12.12)

Далее, мы вводим эффективное действие I ′ для медленных полей:

exp(iI ′) =
∫
DṽDp̃ exp(iI) . (12.13)

Можно найти выражение для поправки к этому действию, которое
возникает при интегрировании по быстрым переменным:

I ′(v′, p′)− I(v′,p′) = 〈Iint〉+
i

2
〈〈I2

int〉〉 −
1
6
〈〈I3

int〉〉+ . . . . (12.14)
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Здесь угловые скобки означают усреднение по “быстрым” флуктуаци-
ям, которое эквивалентно функциональному интегрированию по ṽ и p̃
с весом exp[iI(ṽ, p̃)], а двойные угловые скобки означают неприводи-
мые средние.

Мы исследуем поправки в однопетлевом приближении. Тогда нуж-
но удержать только члены второго порядка в “быстром” эффективном
действии I(ṽ, p̃), после чего усреднение в (12.14) сводится к Гауссо-
вым интегралам, которые вычисляются явно. Эти интегралы сводятся
к средним

G̃αβ = −
∫

dω d2q

(2π)3
e−iωt+iqr

(
δαβ − qαqβ

q2

)
1

ω + iνq2
, (12.15)

F̃αβ =
∫

dω d2q

(2π)3
e−iωt+iqr

(
δαβ − qαqβ

q2

)
2Tνq2

ρ(ω2 + ν2q4)
. (12.16)

Первый член в правой части (12.14) равен нулю, а второй и третий чле-
ны содержат логарифмические факторы (именно эти члены интересны
для нас), а более высокие члены разложения могут быть опущены, как
несущественные.

Сначала мы рассмотрим следующую поправку

∆1I(v′, p′) =
i

2

∫
dt1 d2r1 dt2 d2r2

〈〈
p′1αṽ1β∂β ṽ1αp′2µṽ2ν∂ν ṽ2µ

〉〉
, (12.17)

происходящую из второго члена в правой части (12.14). Она может
быть переписана следующим образом:

∆1I =
i

2

∫
dt1 d2r1 dt2 d2r2 ∂βp′1α∂νp′2µ

×
[
F̃αµ(t, r)F̃βν(t, r) + F̃αν(t, r)F̃βµ(t, r)

]
, (12.18)

где t = t1 − t2 и r = r1 − r2. Так как F̃ быстро убывает при росте r в
области r > Λ′−1, а p′ является медленным полем (слабо меняющим-
ся на длине Λ′−1), в соотношении (12.18) можно (с необходимой нам
точностью) заменить p′2 на p′1. Тогда отделяется следующий фактор

∫
dt d2r

[
F̃αµ(t, r)F̃βν(t, r) + F̃αν(t, r)F̃βµ(t, r)

]

=
∫

dω d2q

(2π)3
4T 2ν2q4

ρ2(ω2 + ν2q4)2

{(
δαµ − qαqµ

q2

) (
δβν − qβqν

q2

)

+
(

δαν − qαqν

q2

)(
δβµ − qβqµ

q2

)}
,
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где мы подставили выражение (12.16). Последний интеграл равен

T 2

8πρ2ν
ln

Λ
Λ′

(δαβδµν + δαµδβν + δανδβµ) .

Подставляя это выражение в (12.18), мы получаем

∆1I =
iT 2

16πρ2ν
ln

Λ
Λ′

∫
dt1 d2r1 ∂βp′1α∂βp′2α , (12.19)

где принято во внимание условие ∇p = 0.
Теперь мы обсудим другие поправки, производимые членом 〈〈I2

int〉〉
в соотношении (12.14). Прежде всего, он не производит членов, квад-
ратичных по v′. Формальная причина этого заключается в том, что
такие поправки пропорциональны произведению Гриновских функций
G̃(t1−t2)G̃(t2−t1), которое равно нулю, так как один из временных ар-
гументов Гриновских функций здесь отрицателен, а Гриновская функ-
ция G(t) равна нулю при отрицательном t в силу причинности. Тот
факт, что в действии не возникают члены, квадратичные по v′, можно
было предвидеть заранее, поскольку такие члены нарушили бы фун-
даментальное свойство 〈pp〉 = 0. Следовательно, только следующая
поправка

∆2I = −i

∫
dt1 d2r1 dt2 d2r2

× 〈〈
∂βp′1αṽ1β ṽ1α

(
p̃2µv′2ν∂ν ṽ2µ + p̃2µṽ2ν∂νv′2µ

)〉〉
, (12.20)

должна быть дополнительно принята во внимание. Прямые вычисле-
ния, основанные на разложении медленного поля v′2ν до первого по-
рядка по разности r1− r2 (которая имеет характерное значение Λ′−1),
дают

∆2I =
T

16πρν
ln

Λ
Λ′

∫
dt1 d2r1 ∂βp′1α∂βv′1α . (12.21)

Заметим, что поправка к члену p′∂tv
′ не может возникнуть из ∆2I,

поскольку выражение в правой части (12.20) содержит производную
∂βp′α.

Далее, необходимо исследовать поправку к медленному действию,
которая производится членом 〈〈I3

int〉〉 в соотношении (12.14). Эта по-
правка могла бы ренормировать член третьего порядка в эффективном
действии (12.5). Однако, прямые вычисления показывают, что среднее
〈〈I3

int〉〉 не производит логарифмических членов. Причина этого явле-
ния заключается в Галилеевской инвариантности исходного уравне-
ния, которая приводит к выводу, что только “полная производная”
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∂t + vα∂α может входить в эффективное действие. Поскольку отсут-
ствуют поправки к члену с p∂tv в эффективном действии (12.5), то
должны отсутствовать и поправки к члену третьего порядка в (12.5).

Сравнивая поправки (12.19,12.21) с исходным выражением (12.5),
мы заключаем, что они сводятся к возникновению поправки к коэф-
фициенту вязкости

∆ν =
T

16πρν
ln

Λ
Λ′

. (12.22)

Совпадение поправок к вязкости в разных членах эффективного дей-
ствия является следствием флуктуационно-диссипационной теоремы
(ФДТ), которая должна воспроизводиться при исключении быстрых
переменных.

Мы можем рассматривать проделанное выше исключение быст-
рых переменных, как элементарный шаг многоступенчатой процеду-
ры, при каждом шаге которой параметры эффективного действия из-
меняются лишь незначительно. Тогда мы можем перейти от разност-
ного соотношения (12.22) к дифференциальному уравнению, которое
описывает изменение параметров действия при увеличении логарифма
ξ = ln(Λ/Λ′). Это уравнение dν/dξ = T/(16πρν) приводится к следую-
щему виду

dg

dξ
= −g2 , g =

T

8πρν2
. (12.23)

Величина g имеет смысл безразмерной константы взаимодействия (ин-
вариантного заряда). Для законности проделанной процедуры инвари-
антный заряд должен быть мал: g ¿ 1.

Для того, чтобы найти значение ν на данном масштабе r, можно
проинтегрировать по всем Фурье-гармоникам v и p с волновыми векто-
рами r−1 < q < Λ. После этого получится эффективное действие, в ко-
тором взаимодействие флуктуаций уже несущественно в силу условия
g ¿ 1. Другими словами, чтобы найти ν на данном масштабе r, необ-
ходимо решить уравнение (12.23) и взять его решение при ξ = ln(Λr).

Из уравнения (12.23) следует, что инвариантный заряд уменьшает-
ся с ростом масштаба (с ростом ξ). Таким образом, мы имеем дело с
“нуль-зарядной” ситуацией. Вязкость же ν растет с увеличением мас-
штаба. Решение уравнения (12.23) имеет вид g = g0(1 + g0ξ)−1, где
g0 – коротко-волновое значение инвариантного заряда. Таким обра-
зом, на больших масштабах g → ξ−1. Это значит, что кинематическая
вязкость выходит на больших масштабах на универсальное поведение

ν →
√

Tξ

8πρ
. (12.24)
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Отметим, что крупномасштабное значение коэффициента вязкости ν
оказывается независимым от своего затравочного (коротко-волнового)
значения.

Выше мы изучили эффекты, связанные с вихревой (соленоидаль-
ной) модой. Рассмотрение может быть расширено и на случай пол-
ной двумерной гидродинамики, когда учитываются все степени свобо-
ды, связанные со скоростью, плотностью массы и удельной энтропией.
На языке собственных мод системы это означает, что в рассмотрение
включаются также звуковая и термодиффузионная моды. Ответ по-
лучается таким же, как и для рассмотренного случая несжимаемой
гидродинамики. А именно, все кинетические коэффициенты системы
(оба коэффициента вязкости и коэффициент термодиффузии) лога-
рифмически ренормируются и в длинноволновом пределе выходят на
универсальное (не зависящее от затравочных значений) поведение, ко-
торое характеризуется законом ∝ √

ξ. Более того, приведенное рас-
смотрение может быть обобщено на широкий класс двумерных систем
различной симметрии (кристалла, сверхтекучей жидкости, гексатика,
нематика, и так далее). Результат оказывается тем же, то есть кине-
тические коэффициенты системы в длинноволновом пределе выходят
на универсальное поведение ∝ √

ξ.

12.2 Свободно подвешенные пленки

Теперь мы рассмотрим динамические свойства свободно подвешенных
тонких пленок [59]. Экспериментально такие пленки могут быть по-
лучены вытягиванием из смектической фазы. По существу они пред-
ставляют собой несколько смектических слоев. Это число может быть
небольшим, то есть толщина такой пленки составляет несколько мо-
лекулярных длин. На масштабах, больших, чем толщина пленки, она
может считаться двумерным объектом. Обычно такие пленки подве-
шиваются на рамке в воздухе или в вакууме. Поэтому смектическая
пленка, как и мембрана (смотри лекцию 8), обладает изгибной сте-
пенью свободы. Таким образом, свободно подвешенная смектическая
пленка является, как и мембрана, двумерным объектом, вложенным в
трехмерное пространство. В то же время, коэффициент поверхностно-
го натяжения смектической пленки отличен от нуля, так как ее пло-
щадь фиксирована рамкой. Поэтому такая пленка имеет свои отличи-
тельные особенности, которые мы и изучим.

Мы будем иметь в виду ситуацию, когда пленка свободно подвеше-
на в вакууме, и потому отсутствует ее взаимодействие с окружающей
средой. В некоторой области масштабов это справедливо и для пленок,
подвешенных в воздухе, в силу малой плотности последнего по срав-
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нению с плотностью смектика. В этом случае пленку можно считать
замкнутой системой. Нас будет интересовать макроскопическая дина-
мика пленки, которая описывается в терминах гидродинамических пе-
ременных. Для пленки таковыми являются двумерная плотность мас-
сы, смещение пленки, ее трехмерная скорость и удельная плотность
энтропии. Уравнение для последней отделяется, поэтому мы не будем
рассматривать эту степень свободы.

Мы будем считать, что в равновесии пленка натянута вдоль плос-
кости X−Y . Все величины, описывающие состояние пленки, когда она
не слишком сильно отклоняется от равновесия, могут быть описаны
в рамках переменных, зависящих от координат x и y. В соответствии
со сказанным выше, мы вводим плотность пленки ρ в проекции на
плоскость X − Y , смещение пленки u вдоль оси Z, и трехмерную ско-
рость пленки v. Обратим внимание на то, что “истинная” двумерная
плотность пленки ρ̄ (то есть плотность массы на единицу поверхно-
сти пленки) равна ρ̄ = ρ/

√
1 + (∇u)2 (сравни с мембранами, лекция

8), поскольку множителем
√

1 + (∇u)2 отличается площадь элемента
пленки и площадь проекции этого элемента на плоскость X−Y . Имен-
но от этой “истинной” плотности ρ̄ зависит, например, поверхностное
натяжение пленки σ.

Динамические уравнения для введенных нами величин имеют сле-
дующий вид

∂tu = vz − vα∂αu , (12.25)
∂tρ = −∂α(ρvα) , (12.26)

∂t(ρvz) = −∂α(ρvαvz) + ∂α

[
σ∂αu/

√
1 + (∇u)2

]
, (12.27)

∂t(ρvα) = −∂β(ρvαvβ)

+∂β

{
σ

[√
1 + (∇u)2 δαβ − ∂αu∂βu/

√
1 + (∇u)2

]}
, (12.28)

где греческий индекс пробегает значения x, y. Уравнение (12.25) озна-
чает просто, что пленка движется в 3d пространстве со скоростью v.
Уравнение (12.26) является законом сохранения массы, а уравнения
(12.27,12.28) в совокупности составляют закон сохранения импульса.
В правой части этих уравнений стоит тензор напряжений, состоящий,
как обычно, из кинетической и потенциальной частей. Зависимость от
∂αu в правой части уравнений (12.27,12.28) возникает при проектиро-
вании тензора напряжений, “привязанного” к пленке, на оси X,Y, Z,
относительно которых пленка повернута на угол, определяемый как
раз ∂αu.

Уравнения (12.25,12.26) являются точными, а в уравнениях для
плотности импульса (12.27,12.28) опущены диссипативные (вязкие) чле-
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ны. В уравнении (12.27) такой член, пропорциональный ∇2vz (при ма-
лых u), вообще отсутствует. Причина этого заключается в следующем.
Если бы такой член присутствовал в правой части (12.27), то он приво-
дил бы к диссипации энергии, пропорциональной (∇vz)2. Представим
теперь себе, что пленка, как целое, вращается вокруг оси Y с угло-
вой скоростью Ω. Тогда vz = Ωx и (∇vz)2 = Ω2, то есть при нали-
чии вязкого члена в уравнении (12.27) однородное вращение пленки
приводило бы к диссипации энергии, чего быть не может. Получен-
ное противоречие и доказывает отсутствие вязкого члена в уравнении
(12.27). Главный диссипативный член в этом уравнении пропорциона-
лен ∇4vz (такое явление иногда называют гипервязкостью). В уравне-
нии же (12.28) имеется обычный вязкий член, пропорциональный (при
малых u) ∇2vα. Однако на больших масштабах диссипация, обуслов-
ленная флуктуационным механизмом, оказывается гораздо сильнее.
Именно этот эффект мы и изучаем далее.

Линеаризуя уравнения (12.25-12.28) по u, vz, vα и отклонениям
плотности δρ от равновесной плотности ρ0, и находя собственные моды
получившейся системы уравнений, мы приходим к выводу, что в плен-
ке распространяются два разных звука. Один из них, который можно
назвать продольным, связан с флуктуациями плотности массы δρ и
дивергентной (продольной волновому вектору в Фурье-представлении)
компонентой скорости vα. Скорость продольного звука cl определяется
из соотношения c2

l = −∂σ/∂ρ0. Второй звук, который можно назвать
изгибным, связан с флуктуациями смещения u и скоростью vz (то есть
с изгибными флуктуациями пленки). Его скорость cs определяется из
соотношения c2

s = σ/ρ0, где σ = σ(ρ0). Кроме того, имеется степень
свободы, связанная с вихревой (соленоидальной) компонентой скоро-
сти. Затравочно она описывается в рамках уравнения Навье-Стокса
(12.1). Однако вязкий член в этом уравнении сильно ренормируется
за счет флуктуаций.

Для того, чтобы исследовать флуктуационные поправки к законам
дисперсии собственных мод свободно подвешенной пленки, надо снова
использовать формализм, развитый в лекции 10 (на примере критиче-
ской динамики). Этот формализм основан на эффективном действии
I, которое строится по динамическим уравнениям (12.25-12.28). Нас
будут интересовать только первые поправки (высшие поправки ока-
зываются пренебрежимыми). Поэтому достаточно сохранить квадра-
тичный член член в эффективном действии и ведущий (кубический)
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член взаимодействия. Эти вклады имеют следующий вид

I(2) =
∫

dt dx dy
[
pu(∂tu− jz/ρ0) + pρ(∂tδρ + ∂αjα)

+pz(∂tjz − ρ0c
2
s∇2u) + pα(∂tjα − c2

l ∂αδρ)
]
, (12.29)

I(3) =
∫

dt dx dy
{

pu

(
jz δρ/ρ2

0 − jα∂αu/ρ0

)

+pz∂α

(
jαjz/ρ0 + c2

l ∂αu δρ
)

(12.30)

+pα∂β

[
jαjβ/ρ0 + ρ0c

2
s∂αu∂βu + δαβρ0(c2

s − c2
l )(∇u)2/2

]}
,

где j = ρv является двумерной плотностью импульса и введены вспо-
могательные поля p, “сопряженные” всем гидродинамическим пере-
менным. Подчеркнем, что вспомогательное поле p “сопряжено” имен-
но плотности импульса j, для которого имеет место закон сохране-
ния. Этот факт позволяет довольно просто выделять ультрафиолето-
вые расходимости и автоматически получать правильную зависимость
флуктуационных поправок от волнового вектора.

Пренебрегая кинетическими (вязкими) членами, мы можем огра-
ничиться вкладом (12.29) в квадратичное действие, которое приво-
дит к следующим выражениям для затравочных значений Гриновских
функций

〈jz(t, r)pz(0, 0)〉0 = −
∫

dω d2q

(2π)3
ω exp(−iωt + iqr)

ω2 − c2
sq

2 + i0 sign(ω)
,(12.31)

〈jα(t, r)pβ(0, 0)〉0 = −
∫

dω d2q

(2π)3

{[
δαβ − qαqβ

q2

]
1

ω + i0

+
qαqβ

q2

ω

ω2 − c2
l q

2 + i0 sign(ω)

}
exp(−iωt + iqr) . (12.32)

Здесь введены бесконечно малые затухания, которые обеспечивают
правильные аналитические (причинные) свойства Гриновских функ-
ций. Выражение (12.31) соответствует изгибному звуку, а выражение
(12.32) содержит в себе два вклада, первый из которых соответствует
вихревой компоненте скорости, а второй соответствует продольному
звуку.

Поскольку в действии (12.29) отсутствуют кинетические члены и
члены, происходящие из Ланжевеновских сил, при его помощи невоз-
можно найти затравочное значение парных корреляционных функций
типа 〈uu〉. Однако вместо учета этих членов мы можем воспользо-
ваться соотношениями между парными корреляционными функция-
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ми и Гриновскими функциями, которые следуют из флуктуационно-
диссипационной теоремы (ФДТ) типа соотношения (10.19). В резуль-
тате мы находим в том же приближении, которое ведет к (12.31,12.32)

〈jz(t, r)jz(0, 0)〉0 =
∫

dω d2q

(2π)2
csqTρ0 δ

(
ω2 − c2

sq
2
)
e−iωt+iqr , (12.33)

〈jα(t, r)jβ(0, 0)〉0 =
∫

dω d2q

(2π)2

{[
δαβ − qαqβ

q2

]
Tρ0 δ(ω)

+
qαqβ

q2
clqTρ0 δ

(
ω2 − c2

l q
2
)}

exp(−iωt + iqr) , (12.34)

где T – температура.
Выражения (12.31-12.34) не исчерпывают все Гриновские функции

и парные корреляционные функции, которые возникают в нашей за-
даче. Однако все остальные функции легко могут быть восстановлены
с использованием линейных уравнений, которые заложены в квадра-
тичном действии (12.29). Например, используя уравнение ∂tu = jz/ρ0,
мы находим из выражения (12.31)

〈u(t, r)pz(0, 0)〉0 = −
∫

dω d2q

(2π)3
i

ρ0

exp(−iωt + iqr)
ω2 − c2

sq
2 + i0 sign(ω)

. (12.35)

Кроме того, надо использовать уравнения на функции p, которые по-
лучаются при варьировании действии (12.29). Например, варьируя по
u, мы получаем ∂t+ρ0c

2
s∇2pz = 0. Комбинируя уравнения для перемен-

ных u, δρ, v и полей p, мы можем найти из (12.31-12.34) все Гриновские
функции и парные корреляционные функции.

12.3 Флуктуационное затухание
Теперь мы приступаем к вычислению флуктуационных поправок к
Гриновским функциям и парным корреляционным функциям. Глав-
ные поправки обусловлены действием третьего порядка (12.30). Они
определяются теми же диаграммами, которые представлены на рисун-
ках 11.2 и 11.3. Напомним, что сплошные линии на этих диаграммах
соответствуют парным корреляционным функциям, в нашем случае
(12.33,12.34) и тому подобное, а комбинированные линии соответству-
ют Гриновским функциям, в нашем случае (12.31,12.32) и тому по-
добное. Вершинные же функции на этих диаграммах определяются
структурой действия (12.30).

Рассмотрим вклад в Гриновскую функцию 〈vzpz〉, соответствую-
щий диаграмме, приведенной на рисунке 11.2. Нас будет интересовать
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выражение, соответствующее петле G − F на этой диаграмме, кото-
рая имеет смысл однопетлевого вклада в собственно-энергетическую
функцию Σ. Как следует из структуры действия (12.30), одна из ли-
ний на этой диаграмме соответствует изгибному звуку (то есть кор-
реляционным функциям u, jz, pu, pz), а другая линия соответствует
продольному звуку или вихревой скорости (то есть корреляционным
функциям δρ, jα, pρ, pα). Это свойство является следствием инвари-
антности исходных уравнений (12.25-12.28) относительно преобразова-
ния u → −u, vz → −vz. Нас интересует значение Σ вблизи “массовой
поверхности” ω = ±csq, так как именно оно определяет такие наблю-
даемые величины, как затухание изгибного звука или парную корре-
ляционную функцию смещения u. Используя выражения (12.31-12.34),
мы заключаем, что Σ(ω = csq, q) содержит множитель q2, стоящий при
интеграле, который расходится на больших волновых векторах. Эту
расходимость надо было бы включить в ренормировку соответству-
ющнго коэффициента вязкости. Однако мы уже установили, что в си-
лу симметрии вязкость для изгибного движения отсутствует. Поэтому
упомянутая ультрафиолетовая расходимость должна быть положена
равной нулю. Вычитая эту расходимость, мы приходим к выражению
для Σ/q2, которое определяется интегралом, “сидящем” на волновых
векторах ∼ q. Несложный анализ показывает, что этот интеграл про-
порционален первой степени q. Таким образом, мы получаем оконча-
тельно Σ ∝ q3. Это означает, что вместо (12.31) мы имеем

〈jz(t, r)pz(0, 0)〉 = 〈u(t, r)pu(0, 0)〉

=
∫

dω d2q

(2π)3
exp(−iωt + iqr)G(ω, q) ,

G(ω, q) = − ω

ω2 − c2
sq

2 + iωβq3
, (12.36)

где β – константа, которую можно оценить, как β ∼ T/(ρ0cl).
Гриновская функция (12.36) определяет отклик на внешнюю силу

f , приложенную к системе вдоль оси Z, эта сила может быть добав-
лена в правую часть уравнения (12.27). Поэтому положение полюса в
правой части (12.36) определяет (в линейном приближении) затухание
собственной моды (изгибного звука) с волновым вектором q. Таким об-
разом, мы приходим к закону дисперсии

ω = ±csq − iβq3/2 (12.37)

для изгибного звука. Подчеркнем, что затухание изгибного звука в
(12.37) имеет чисто флуктуационную природу. Сравнивая зависимость
затухания от волнового вектора ∝ q3 с обычным законом ∝ q2, мы
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приходим к выводу, что изгибный звук затухает слабее, чем звук в
обычной гидродинамике. В то же время затухание ∝ q3 гораздо силь-
нее, чем затравочное затухание ∝ q4, которое возникает из-за отсут-
ствия обычной вязкости для изгибной моды. Это оправдывает прене-
брежение затравочным затуханием (и, вообще, кинетическим членом
в уравнении на jz), которое оказывается мало по сравнению с флук-
туационным в длинноволновом пределе.

Теперь мы можем перейти к вычислению парной корреляционной
функции 〈jzjz〉. На диаграмме, представленной на рисунке 11.3, име-
ется петля F − F , которая определяет “поляризационную” функцию
Π. Как и для петли G − F , одна из линий на этой диаграмме соот-
ветствует изгибному звуку (то есть корреляционным функциям u, jz),
а другая линия соответствует продольному звуку или вихревой ско-
рости (то есть корреляционным функциям δρ, jα). Опять-таки, нас
интересует значение петли F − F на массовой поверхности ω = ±csq.
Тогда в результате анализа, аналогичного анализу для Σ, мы находим
Π ∝ q3. Более того, коэффициент при q3 в Π совпадает с точностью до
температуры T с β (что есть отражение ФДТ). Суммируя лестничные
ряды с петлей G − F , которые ведут к выражению (12.36) для Гри-
новской функции, мы получаем для 〈jzjz〉 выражение, которое может
быть записано следующим образом

〈u(t, r)u(0, 0)〉 =
∫

dω d2q

(2π)3
e−iωt+iqrF (ω, q) ,

〈jz(t, r)jz(0, 0)〉 =
∫

dω d2q

(2π)3
exp(−iωt + iqr)ρ2

0ω
2F (ω, q) ,

F (ω, q) =
2Tβρ−1

0 q3

(ω2 − c2
sq

2)2 + ω2β2q6
, (12.38)

вместо (12.33). Отметим соотношение

ImG(ω, q) =
ω2ρ0

2T
F (ω, q) , (12.39)

которое является выражением ФДТ.
До сих пор мы рассматривали первые (однопетлевые) вклады в

собственно-энергетическую функцию и поляризационную функцию,
связанные с изгибным звуком. Возникает вопрос о роли поправок бо-
лее высокого порядка. Оказывается, эти поправки являются малыми
по сравнению с первой (рассмотренной выше). Малыми оказывают-
ся также поправки к вершинным функциям. Параметром, который
определяет эту малость, является отношение флуктуационного зату-
хания изгибного звука к его частоте, то есть βq2/cs, в соответствии
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с (12.37). Параметр βq2/cs стремится к нулю в длинноволновом пре-
деле, что и объясняет малость высших поправок. Первый же вклад в
собственно-энергетическую функцию обязательно надо принимать во
внимание, поскольку он определяет затухание изгибного звука. Точ-
но также следует принимать во внимание первый вклад в поляриза-
ционную функцию, поскольку именно он определяет выражение для
парной корреляционной функции (12.38).

Спрашивается, почему приведенные выше аргументы не примени-
мы к двумерной гидродинамике, рассмотренной в первой половине
лекции? Ведь там, скажем, флуктуационный вклад в затухание звука
пропорционален q2 (с точностью до логарифма), и потому отношение
флуктуационного затухания к частоте звука cq мало (здесь c – ско-
рость звука). Дело заключается в том, что в двумерной гидродинамике
основные вклады в собственно-энергетическую функцию определяют-
ся петлями (типа приведенной на рисунке 11.2), где обе линии соответ-
ствуют одной и той же моде. В этом случае возникает “резонанс”, кото-
рый приводит к значительному “усилению”, то есть соответствующий
вклад в собственно-энергетическую функцию оказывается значитель-
но больше своей наивной оценки. При этом обсуждаемый вклад оказы-
вается чувствительным к затуханию моды (вязкости). Ничего подобно-
го для изгибного звука в свободно подвешенной пленке не происходит,
поскольку “резонансных” диаграмм для его собственно-энергетической
функции нет в силу уже упоминавшейся инвариантности эффектив-
ного действия относительно преобразования u → −u, vz → −vz. Мы
уже убедились в этом на примере первых петель, когда одна линия
соответствовала изгибному звуку, а вторая – продольному звуку или
вихревой моде. В частности, для изгибного звука вклады в собсвенно-
энергетическую и поляризационную функции не чувствительны к за-
туханию мод, что и допускает использование беззатухательных выра-
жений (12.31-12.34). Все это оправдывает наивные оценки для изгиб-
ного звука, приведенные выше.

Однако уже для продольного звука (или вихревой моды) возника-
ют “резонансные” диаграммы для собсвенно-энергетической и поляри-
зационной функций, связанные с петлями, содержащими две линии,
соответствующие изгибному звуку. Именно эти петли (чувствитель-
ные к затуханию изгибного звука) и определяют затухание продоль-
ного звука и вихревой моды. К счастью, никаких высших поправок в
данном случае учитывать не надо, так как мы используем уже ренор-
мированные величины, относящиеся к изгибному звуку, а поправки
к вершинным функциям являются пренебрежимыми. То есть в неко-
тором смысле ситуация оказывается даже проще, чем для “чистой”
двумерной гидродинамики.
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Определим собсвенно-энергетическую Σαβ(ω, q) и поляризацион-
ную Παβ(ω, q) функции для продольного звука и вихревой моды:

〈jα(t, r)pβ(0, 0)〉 =
∫

dω d2q

(2π)3
exp(−iωt + iqr)Gαβ(ω, q) ,

Gαβ(ω, q) = −ω
[
ω2δαβ − c2

l qαqβ − ωΣαβ(ω, q)
]−1

, (12.40)

〈jα(t, r)jβ(0, 0)〉 =
∫

dω d2q

(2π)3
exp(−iωt + iqr)Fαβ(ω, q) ,

Fαβ(ω, q) = −2Gαγ(ω, q)Πγδ(ω, q)Gδβ(−ω, q) , (12.41)

вместо беззатухательных выражений (12.32,12.34). Выражения, соот-
ветствующие петлям на рисунках 11.2 и 11.3, дают

Σαβ(ω, q) = −c2
s

∫
dω̄ d2k

(2π)3
(k+αk−β + k+βk−α − δαβk+k−)

k−qG(ω+,k+)F (ω−,k−) , (12.42)

Παβ(ω, q) =
1
2
c2
sρ

2
0

∫
dω̄ d2k

(2π)3

[
(k+αk−β + k+βk−α − δαβk+k−)

×qγqδ (k+γk−δ − δγδk+k−/2)F (ω+, k+)F (ω−, k−) , (12.43)

где ω± = ω̄ ± ω/2, k± = k ± q/2. В (12.43) мы сохранили только
“резонансные” вклады, обсуждавшиеся выше, так что G и F относятся
к изгибному звуку, они определены выражениями (12.36,12.38).

Используя свойства симметрии подынтегрального выражения в со-
отношении (12.43) и уравнение (12.39), мы можем найти из (12.42,12.43)
следующее соотношение

Παβ(ω, q) = −Tρ0ImΣαβ(ω, q) . (12.44)

Далее, мы получаем из формул (12.40,12.41) следующее соотношение
между Гриновской функцией и парной корреляционной функцией

Fαβ(ω, q) = Tρ0Im Gαβ(ω, q) , (12.45)

которое является выражением ФДТ.
После подстановки выражений (12.36,12.38) в формулу (12.42) в

получившемся интеграле явно выполняется интегрирование по часто-
те ω̄. Несложно убедиться, что в оставшемся интеграле по k основной
вклад набирается на волновых векторах k À q. Поэтому в нем можно
опустить зависимость от внешних частоты ω и волнового вектора q
везде, кроме сингулярного знаменателя βk3 − i(ω − csq cos θ), где θ –
угол между q и k. После этого явно можно произвести интегрирова-
ние по абсолютной величине волнового вектора k, в результате чего
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мы получаем

Σαβ(ω, q) = − iT

12ρ0β2/3

q5/3

c
1/3
s

[
qαqβ

q2
Φl

(
ω

csq

)

+
(

δαβ − qαqβ

q2

)
Φt

(
ω

csq

)]
, (12.46)

где введены следующие обозначения

Φl(ξ) =
∫ 2π

0

dθ

2π

(cos2 θ − 1/2)2

[i(ξ − cos θ)]1/3

(
i +

1√
3

)
, (12.47)

Φt(ξ) =
∫ 2π

0

dθ

2π

cos2 θ sin2 θ

[i(ξ − cos θ)]1/3

(
i +

1√
3

)
. (12.48)

Если ξ > 1 или ξ < −1, то формулу (12.47) можно переписать в следу-
ющем виде

Φl(ξ) =
∫ 2π

0

dθ

2π

(cos2 θ − 1/2)2

|ξ − cos θ|1/3

(
i√
3
sign(ξ) + 1

)
. (12.49)

Несложно найти значение

Φt(0) =
2
π

∫ 2π

0

dθ sin2 θ cos2 θ =
1
π

Γ(3/2)Γ(4/3)
Γ(17/6)

∼ 10−2 , (12.50)

где Γ – гамма-функция Эйлера. Выражения (12.47,12.48) определяют
также аналитическое продолжение Σαβ(ω, q) на комплексные ω.

Теперь мы можем исследовать ренормированные законы диспер-
сии продольного звука и вихревой моды, которые определяются осо-
бенностями (полюсами) Гриновской функции Gαβ(ω, q). Подставляя
(12.46) в (12.40), мы находим выражение для Гриновской функции,
которое распадается на продольную и поперечную волновому вектору
q части, как раз и соответствующие продольному звуку и вихревой
моде. В продольную компоненту Гриновской функции входит функ-
ция (12.47), аргумент которой может быть взят равным ξ = ±cl/cs. В
результате мы находим закон дисперсии продольного звука

ω = ±clq − iT

24ρ0β2/3

q5/3

c
1/3
s

Φl (±cl/cs) . (12.51)

Поскольку Φl имеет как действительную, так и мнимую части, то со-
ответствующий член в (12.51) дает как затухание звука ∝ q5/3, так и
поправку к его скорости (несущественную в длинноволновом пределе).
В поперечную же компоненту Гриновской функции входит функция
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(12.48), аргумент которой может быть взят равным ξ = 0. В результате
мы находим закон дисперсии вихревой моды

ω = −iCq5/3 , C =
T

12ρ0β2/3c
1/3
s

Φt(0) . (12.52)

Тот факт, что в правой части (12.52) стоит i, означает, что вихревая
мода сохраняет свой чисто затухательный характер. Однако вместо
диффузионного закона расплывания вихревых возмущений во време-
ни имеет место аномальная диффузия, когда характерный размер воз-
мущения растет со временем ∝ t3/5.

Полученные формулы позволяют также детально проанализиро-
вать парную корреляционную функцию Fαβ(ω, q), исходя из соотноше-
ния (12.45). Например, для поперечной компоненты, соответствующей
вихревой моде, мы получаем

Ft =
2Tρ0Cq5/3

ω2 + C2q10/3
. (12.53)

Таким образом, мы получаем по частоте Лоренциан, как и в обычной
гидродинамике, но ширина этого Лоренциана аномально зависит от
волнового вектора.

Подведем итог нашего рассмотрения. Оказалось, что для свобод-
но подвешенной пленки тепловые флуктуации играют чрезвычайно
важную роль в динамике, полностью определяя диссипацию энергии
на больших масштабах. Это приводит к аномальным степенным зако-
нам зависимости затухания всех гидродинамических мод от волнового
вектора, а также к аномальным зависимостям от волнового вектора
характерных частотных ширин и амплитуд парных корреляционных
функций флуктуирующих величин. В то же время взаимодействие
гидродинамических величин остается слабым, и потому в главном при-
ближении их статистику можно считать Гауссовой.

Задачи
Задача 12.1

Рассмотрим двумерную гидродинамику. Предположим, что скаляр-
ное поле θ описывается следующим стохастическим уравнением

(∂t + v∇)θ = D∇2θ + ζ ,

где v – поле скорости, которое удовлетворяет уравнению Навье-Стокса
(12.1), а ζ – Ланжевеновская сила, которая обладает Гауссовой стати-
стикой с парной корреляционной функцией

〈ζ(t1, r1)ζ(t1, r2)〉 = −2DTδ(t1 − t2)∇2δ(r1 − r2) .
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Найти уравнение ренорм-группы для коэффициента диффузии D.

Решение задачи 12.1
Эффективное действие для рассматриваемой проблемы имеет вид

I =
∫

dt d2r
[
p∂tθ + pv∇θ + D∇p∇θ + iTD(∇p)2

]
. (12.54)

Из-за структуры члена третьего порядка отсутсвуют логарифмиче-
ские поправки к члену с производной по времени, и, далее, в силу Га-
лилеевкой инвариантности отсутствуют логарифмические поправки к
переносному члену с v∇θ. Таким образом, мы должны найти поправки
только к D. Произведем элементарный шаг ренорм-групповой проце-
дуры. Разделим поля на быструю и медленную компоненты v → v′+ṽ,
θ → θ′ + θ̃ и подставим в действие. Тогда мы получим

Iint = −
∫

dt d2r∇p′ṽθ̃ .

Вклад ∆I ′ = (i/2)〈I2
int〉 дает поправку к последнему члену в (12.54),

которая равна

∆D =
1

4T

∫
dω d2q

(2π)3
2Tνρ−1q2

ω2 + ν2q4

2TDq2

ω2 + D2q4
=

T

4πρ

1
D + ν

∆ξ .

Таким образом, мы находим следующее РГ-уравнение

dD

dξ
=

T

4πρ(D + ν)
.

Сравнивая это уравнение с уравнением (12.23) для ν, мы заключаем,
что на больших масштабах коэффициент диффузии выходит на пре-
дельное значение

D →
√

17− 1
2

ν =
√

17− 1
4

√
Tξ

2πρ
.



Лекция 13

Пассивный скаляр

Перемешивание различных добавок в жидкости за счет ее гидроди-
намического движения является весьма распространенным явлением.
Здесь мы изучаем физику так называемого пассивного скаляра (ко-
торый может быть температурой или концентрацией примеси) в хао-
тическом или турбулентном потоке. Прилагательное “пассивный” при
слове скаляр означает, что его обратной реакцией на жидкость мож-
но пренебречь. Это справедливо для разбавленных растворов и для
относительно слабых флуктуаций температуры. Перемешивание пас-
сивного скаляра относится к широкому классу сильно неравновесных
явлений.

Статистика пассивного скаляра оказывается чрезвычайно чувстви-
тельной к характеру гидродинамического движения, возбуждаемого
в жидкости. Мы будем интересоваться в основном статистическими
свойствами пассивного скаляра в гладких случайных потоках. Подоб-
ное движение имеет место в турбулентных жидкостях на масштабах
меньше вязкой длины или возникает в результате развития крупно-
масштабных неустойчивостей в разбавленных полимерных растворах
[60]. Теория такого перемешивания, восходящая к работам Бэтчелора
[61, 62] и Крайчнана [63], была существенно развита в последние годы
[64, 65, 66]. Мы также рассмотрим обобщение этой теории на случай
так называемого мультифрактального поля скорости в рамках модели
Крайчнана, когда скорость предполагается коротко коррелированной
во времени (смотри обзоры [65, 66] и книгу [67]).

Обычно представляет интерес перемешивание пассивного скаляра
в трехмерном пространстве. Однако в ряде случаев скорость можно
считать двумерной (например, в тонком слое, или в силу каких-то об-
стоятельств скорость может оказаться зависящей только от двух ко-
ординат и компонентой скорости вдоль третьего направления можно

207
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пренебречь). Таким образом, имеет смысл рассматривать размерно-
сти пространства d = 2, 3. В то же время основные уравнения для пас-
сивного скаляра можно сформулировать в пространстве произвольной
размерности d. В дальнейшем (если не оговорено обратное) мы имеем
в виду именно такой подход. Отметим, что в задаче о пассивном ска-
ляре (как, впрочем, и вообще в турбулентных задачах) нет никакого
аналога маргинальной размерности, и потому результаты оказывают-
ся не слишком чувствительными к размерности пространства.

13.1 Модель Крайчнана
Наряду с переносом скалярного поля θ жидкостью имеет место его
диффузия (термодиффузия). Эти два механизма определяют эволю-
цию распределения скаляра в пространстве-времени, которая описы-
вается уравнением

∂tθ + v∇θ = κ∇2θ , (13.1)

где v – скорость потока, и κ – коэффициент диффузии. Мы считаем
жидкость несжимаемой, то есть полагаем ∇v = 0. Формальное ре-
шение проблемы Коши для уравнения (13.1) может быть записано в
следующем виде

θ(t2, r) = T exp
{∫ t2

t1

dt
[−v(t)∇+ κ∇2

]}
θ(t1, r) , (13.2)

где Texp означает хронологически упорядоченную экспоненту (смотри
Приложение A.3).

Заметим, что
∫

ddr θ является интегралом движения. (Это ясно и
из его физического смысла, поскольку, скажем, для примесного случая∫

ddr θ представляет собой общее количество примеси.) Сохранение ве-
личины

∫
ddr θ легко проверить непосредственно, вычисляя производ-

ную от нее по времени в соответствии с уравнением (13.1), что дает
под интегралом полную дивергенцию в силу условия несжимаемости
∇v = 0. При изучении эволюции поля θ удобно исключить из рассмот-
рения сохраняющуюся величину

∫
ddr θ, произведя сдвиг

θ → θ − V −1

∫
ddr θ ,

где V – объем системы. Другими словами, мы исключаем из поля θ его
среднее значение по пространству. Тогда мы приходим к следующему
соотношению ∫

ddr θ(r) = 0 . (13.3)
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Разумеется, условие (13.3) совместно с уравнением (13.1) в силу сохра-
нения

∫
ddr θ.

Мы рассматриваем случайный поток, который должен характери-
зоваться статистически (через корреляционные функции скорости).
Статистика потока предполагается однородной по времени, но может
быть, вообще говоря, не однородна в пространстве. Мы считаем, что
средняя скорость равна нулю. Тогда первой ненулевой корреляцион-
ной функцией скорости является парная корреляционная функция
〈vα(t1, r1)vβ(t2, r2)〉. Здесь угловые скобки означают усреднение по вре-
мени, которое может быть заменено на усреднение по реализациям
скорости. В силу однородности статистики скорости по времени вве-
денная корреляционная функция зависит только от разности времен
t1 − t2.

В общем случае теоретический анализ статистики скорости в слу-
чайном потоке весьма затруднителен. Исследование существенно упро-
щается, если время корреляции скорости τ много меньше характерно-
го времени эволюции пассивного скаляра (времени перемешивания).
Именно такую ситуацию мы имеем в виду в дальнейшем. Как вид-
но из (13.2), скорость входит в формальное решение для пассивного
скаляра в интегральном по времени виде. В этом случае в силу Цен-
тральной Предельной Теоремы на временах, много больших времени
корреляции скорости τ , она может считаться Гауссовой переменной,
статистика которой полностью определяется парной корреляционной
функцией скорости.

В случае коротко-коррелированной во времени скорости можно по-
лучить замкнутые уравнения для корреляционных функций пассивно-
го скаляра. Объясним, как это можно сделать.

Возьмем разность времен t2 − t1 много большей, чем время корре-
ляции скорости τ , но много меньше, чем характерное время эволюции
скаляра (такой зазор существует в случае коротко-коррелированной
во времени скорости), и исследуем изменение пассивного скаляра на
временном интервале (t1, t2). В этих условиях аргумент хронологиче-
ски упорядоченной экспоненты в (13.2) является малым параметром
и ее можно разложить в ряд. Достаточно удержать два первых члена
этого разложения, что дает

θ(t2) ≈ θ(t1) + (t2 − t1)κ∇2θ(t1)−
∫ t2

t1

dt v(t)∇θ(t1)

+
∫ t2

t1

dt

∫ t

t1

dt′v(t)∇ [v(t′)∇θ(t1)] . (13.4)

Следующим шагом является усреднение по статистике скорости в
интервале t1, t2. Это усреднение независимо от поведения скорости при
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t < t1 и t > t2 из-за условия t2− t1 À τ . Усредняя, скажем, выражение
(13.4), можно получить выражение для среднего значения 〈θ〉 пассив-
ного скаляра

〈θ(t2, r)〉 − 〈θ(t1, r)〉 = (t2 − t1)κ∇2〈θ(t1, r)〉
+(t2 − t1)∇α [Dαβ(r, r)∇β〈θ(t1, r)〉] , (13.5)

Dαβ(r1, r2) =
∫ ∞

0

dt 〈vα(t, r1)vβ(0, r2)〉 . (13.6)

Мы распространили в (13.6) интегрирование по времени с промежутка
t2 − t1 до бесконечности, поскольку реально этот интеграл определя-
ется временами порядка времени корреляции скорости τ (которые по
предположению много меньше t2 − t1). При выводе (13.5,13.6) мы ис-
пользовали условие несжимаемости ∇v = 0. Величина Dαβ(r, r), вхо-
дящая в уравнение (13.5), обычно называется тензором турбулентной
диффузии. Поскольку t2 − t1 много меньше, чем время перемешива-
ния, то правая часть уравнения (13.5) является малой поправкой к 〈θ〉.
Следовательно, уравнение (13.5) может быть переписано в дифферен-
циальной форме:

∂t〈θ〉 = ∇α [Dαβ(r, r)∇β〈θ〉] + κ∇2〈θ〉 . (13.7)

Приведенный вывод подобен выводу уравнения Фоккера-Планка (смот-
ри Приложение A.2).

Аналогичным образом, стартуя с уравнения (13.2), можно полу-
чить замкнутые уравнения для высших корреляционных функций θ.
Например, уравнение для парной корреляционной функции F имеет
вид

∂tF (t, r1, r2) = κ(∇2
1 +∇2

2)F (13.8)
+∇1α [Dαβ(r1, r1)∇1βF ] +∇2α [Dαβ(r2, r2)∇2βF ]
+∇1α [Dαβ(r1, r2)∇2βF ] +∇2α [Dαβ(r2, r1)∇1βF ] ,

F (t, r1, r2) = 〈θ(t, r1)θ(t, r2)〉 . (13.9)

В общем виде, уравнение для корреляционной функции n-го порядка
пассивного скаляра Fn имеет вид

∂tFn = κ

n∑
m=1

∇2
mFn

+
n∑

m,k=1

∇mα [Dαβ(rm, rk)∇kβFn] , (13.10)

Fn(t, r1, . . . , rn) = 〈θ(t, r1) . . . θ(t, rn)〉 . (13.11)
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Структура уравнения (13.10) вполне понятна: эволюция корреляцион-
ных функций пассивного скаляра определяется совместным действием
обычной (как часто говорят, молекулярной) диффузии (первый член
в правой части уравнения) и турбулентной диффузии (второй член в
правой части уравнения).

Мы приступаем к анализу однородного случая (который предпо-
лагает в частности, что случайное течение возбуждается в большом
объеме, то есть с размерами, большими по сравнению с характерными
длинами, которые нас будут интересовать). В этом случае все корреля-
ционные функции скорости будут функциями разностей координат. В
частности, парная корреляционная функция скорости 〈vα(t1, r1)vβ(t2, r2)〉
зависит только от разности r = r1 − r2. Соответственно, зависит от
этой разности и тензор турбулентной диффузии (13.6). Предполагая
также изотропию и учитывая условие несжимаемости, мы находим

Dαβ(r) =
1
2

[K0δαβ −Kαβ(r)] , (13.12)

Kαβ ≡ r

d− 1
∂rV (r)

(
δαβ − rαrβ

r2

)
+ V (r)δαβ , (13.13)

где d – размерность пространства, K0 – некоторая константа, а V (r) –
функция, характеризующая зависимость амплитуды флуктуаций ско-
рости от масштаба, на которую мы накладываем условие V (0) = 0.

Представление (13.12) мотивированно тем, что для реальной раз-
витой турбулентности главный вклад в корреляционные функции ско-
рости связан с самым длинными флуктуациями, масштаб которых L
(так называемый интегральный масштаб) определяется способом воз-
буждения турбулентности. На масштабах r ¿ L турбулентные флук-
туации намного слабее, чем на интегральном масштабе, что означает
K0 À K при r ¿ L. Турбулентность обладает еще одним масшта-
бом η – вязким (или Колмогоровским). В интервале масштабов от η
до L (который называется инерционным) вязкость жидкости несуще-
ственна и поле скорости обладает сложной (как иногда говорят, муль-
тифрактальной) структурой, что выражается в степенном характере
корреляционных функций скорости [68]. В рамках нашей коротко-
коррелированной во времени и Гауссовой модели скорости ее статисти-
ка задается парной корреляционной функцией, а степенной характер
корреляций выражается в соотношении V ∝ r2−γ , где γ – некоторая
степень, на которую наложено ограничение 0 < γ < 2. Модель с таким
поведением корреляционной функции называется моделью Крайчна-
на. Таким образом, в рамках модели Крайчнана в инерционном интер-
вале, то есть при η ¿ r ¿ L, мы можем написать

V = Ar2−γ/ηγ , (13.14)
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где A – некоторая константа, имеющая размерность обратного времени
и характеризующая мощность флуктуаций скорости.

На масштабах меньше η существенна вязкость жидкости, которая
делает поле скорости гладким, то есть оно может быть разложено в
ряд Тейлора. Мы удержим главный член разложения V = Ar2. Будем
считать, что здесь A – та же константа, что и в законе (13.14) (это
фиксирует величину η). Отметим, что масштабам r ¿ η формаль-
но соответствует выражение (13.14) с γ = 0. Подставляя выражение
V = Ar2 в соотношения (13.12,13.13), и дифференцируя дважды, мы
получаем

−∇β∇νDαµ(r) =
A

d− 1
[(d + 1)δαµδβν − δανδβµ − δαβδµν ] . (13.15)

Это соотношение дает парную корреляционную функцию градиентов
скорости, которая оказывается не зависящей от масштаба. Тензорная
структура правой части уравнения (13.15) отражает предполагаемые
статистическую однородность, изотропию и условие несжимаемости.

Сравнивая теперь диффузионный член в уравнении (13.7) (с коэф-
фициентом κ) с членом, представляющим турбулентную диффузию,
мы находим диффузионную длину rd =

√
κ/A. Здесь мы использова-

ли выражение V = Ar2, считая, что rd < η. Такое неравенство харак-
терно и для примесей, и для температуры, а, скажем, для полимерных
молекул или для частичек пыли rd обычно на много порядков меньше
η. В дальнейшем мы будем иметь в виду именно такую ситуацию. На
масштабах r À rd молекулярной диффузией можно пренебречь, в то
время как при r ¿ rd она играет главную роль, приводя к “сглажива-
нию” поля θ на этих масштабах.

13.2 Эволюция пассивного скаляра

Исследуем теперь уравнение (13.8) для парной корреляционной функ-
ции, которая в нашем однородном и изотропном случае зависит только
от r = |r|. Тогда из уравнения (13.8) можно найти

∂tF + L̂F = 0 , L̂ = −r1−d∂rr
d−1 [V (r) + κ] ∂r . (13.16)

Мы будем считать, что в момент времени t = 0 задано некоторое рас-
пределение F (0, r), и будем изучать его эволюцию во времени. Диффе-
ренциальный оператор L̂ в уравнении (13.16) является неотрицатель-
ным и самосопряженным по отношению к стандартной мере

∫
dr rd−1

и при естественных условиях, что F (r) является гладкой вблизи ну-
ля, то есть ∂rF (r = 0) = 0, и F (r) достаточно быстро стремится к
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нулю при больших r. Поэтому все собственные значения оператора L̂
являются неотрицательными, что означает монотонное затухание F
со временем при любых начальных условиях. Отметим, что условие
(13.3) приводит к следующему условию на парную корреляционную
функцию ∫

dr rd−1F (r) = 0 . (13.17)

Разумеется, условие (13.17) совместно с уравнением (13.16) при при-
нятых граничных условиях на функцию F . Это легко проверить непо-
средственно, вычисляя производную по времени от

∫
dr rd−1F в соот-

ветствии с уравнением (13.16) и убеждаясь, что эта производная равна
нулю.

Конкретные законы эволюции парной корреляционной функции за-
висят от начальных условий, точнее, от того, в какой области мас-
штабов сосредоточен пассивный скаляр θ. Предположим, что вначале
он был скоррелирован на масштабе r0 из интервала, ограниченного
вязкой и диффузионной длинами rd ¿ r0 ¿ η. Это означает, что
F (0, r) ≈ F (0, 0) при r < r0 и достаточно быстро спадает при r > r0.
Тогда начальный этап эволюции будет определяться поведением кор-
реляций скорости при r ¿ η, когда можно использовать приближение
V = Ar2. В этом случае уравнение (13.16) дает

∂tF = Ar1−d∂r

(
rd+1∂rF

)
, (13.18)

где мы пренебрегли диффузией (что справедливо при r À rd). Удобно
переписать это уравнение в терминах логарифмической переменной
ξ = ln(η/r)

∂tF = A(∂2
ξ − d∂ξ)F . (13.19)

Заметим, что условие η > r означает ξ > 0. Как следует из (13.19),
для функции rd/2F мы получаем “диффузионное” уравнение, решение
которого легко выражается через начальные условия. В результате мы
находим

F (t, r) =

+∞∫

−∞

dx√
4πAt

exp
(
− x2

4At
+

d

2
x− d2

4
At

)
F (0, rex) . (13.20)

Анализ выражения (13.20) приводит к следующим выводам. При
r ¿ r− = r0 exp(−Atd) аргумент rex в правой части (13.20) можно
заменить на 0, и мы находим F (t, r) ≈ F (0, 0), то есть в этой области F
не меняется. При r À r− интегрирование по x в (13.20) ограничено за
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счет аргумента функции F . При этом интеграл набирается при rex ∼
r0, и мы находим универсальное поведение

F (t, r) ∝ exp

[
− 1

4At

(
ln

r

r0

)2

− d

2
ln

r

r0
− d2

4
At

]
. (13.21)

Обратим внимание на то, что при | ln(r/r0)| <
√

At функция F экспо-
ненциально затухает со временем, а ее зависимость от r носит степен-
ной характер. При t = td, где td = (Ad)−1 ln(r0/rd), масштаб r− дости-
гает rd, после чего, при t > td, уже на всех масштабах r < r0 exp(2

√
At)

будет наблюдаться экспоненциальное затухание F . Это затухание яв-
ляется следствием размешивания пассивного скаляра случайным по-
лем скорости, которое производит как большие, так и малые масшта-
бы, то есть происходит “расплывание” пассивного скаляра по масшта-
бам. Со времени t = td начинается интенсивное поглощение флукту-
аций пассивного скаляра с малыми масштабами (порядка rd) за счет
диффузии.

Можно также поставить вопрос о том, на каких масштабах сосре-
доточен пассивный скаляр в разные моменты времени. Для этого заме-
тим, что величина F (r)rd определяет количество пассивного скаляра,
сосредоточенного в данном интервале масштабов dξ = dr/r (то есть
на логарифмической по r шкале). Эта величина F (r)rd, как следует
из выражения (13.21), достигает своего максимума при r ∼ r+, где
r+ = r0 exp(Atd). Таким образом, максимум распределения пассивно-
го скаляра быстро (экспоненциально) движется вверх по масштабам.
За время tη = (Ad)−1 ln(η/r0) масштаб r+ достигает вязкой длины η,
после чего описание в терминах уравнения (13.18) перестает работать,
и надо возвращаться к общему уравнению (13.16).

Прежде, чем это сделать, мы отдельно изучим эволюцию парной
корреляционной функции пассивного скаляра в инерционном интер-
вале масштабов η ¿ r ¿ L. В этом случае мы можем воспользоваться
выражением (13.14), которое в приводит к следующему уравнению для
парной корреляционной функции

∂tF =
A

ηγ
r1−d∂r

(
rd+1−γ∂rF

)
, (13.22)

где мы пренебрегли диффузионным членом. Удобно сделать преобра-
зование к новой функции Φ и к новой безразмерной переменной z:

F = r1−d∂r(rd/2Φ) , z =
2
γ

(
r

η

)γ/2

.
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Тогда уравнение (13.22) приобретает следующий вид

∂tΦ = A

(
∂2

z +
1
z
∂z − ν2

z2

)
Φ , (13.23)

где ν = d/γ. Мы будем считать, что Φ(z) → 0 при z → ∞. Тогда
соотношение (13.17) приводит к условию Φ(z = 0) = 0.

Гриновская функция для уравнения (13.23) (и при нулевых зна-
чениях Φ в нуле и бесконечности) может быть найдена явно (смотри
задачу к параграфу). Используя выражения для нее, мы можем вы-
разить решение уравнения (13.23) через начальные условия

Φ(t, z) =
∫ ∞

0

dxΦ(0, x)
x

2At
Iν

( zx

2At

)
exp

(
−z2 + x2

4At

)
. (13.24)

Если начальное распределение Φ(0, z) достаточно быстро убывает с
ростом z, то мы находим на больших временах

Φ(t, z) ∝ zν

tν+1
exp

(
− z2

4At

)
.

Пересчитывая этот закон для функции F , мы получаем универсаль-
ную асимптотику

F (t, r) ∝ r1−d

t1+d/γ
∂r

[
rd exp

(
− rγ

γ2Atηγ

)]
. (13.25)

Конечно, выражение (13.25) удовлетворяет (13.17). Отметим, что при
rγ ¿ Atηγ

F (t, r) ∝ 1
t1+d/γ

(
1− γ + d

dγ2

rγ

Atηγ

)
. (13.26)

Таким образом, в этом интервале масштабов зависимость парной кор-
реляционной функции как от времени, так и от расстояния r имеет
степенной характер.

Вернемся теперь к эволюции пассивного скаляра, первоначально
сконцентрированного на масштабе r0 из интервала rd ¿ r0 ¿ η. Как
мы уже убедились, бо́льшая часть пассивного скаляра движется вверх
по масштабам, достигая границы инерционного интервала за время
tη. Далее пассивный скаляр “проскакивает” в инерционный интервал,
и начинается его эволюция в нем, которая нечувствительна к тому,
что происходит на масштабах r < η, и описывается приведенными
выше выражениями. “Остатки” же пассивного скаляра на масштабах
r < η экпоненциально быстро вымирают. Однако инерционный интер-
вал становится “резервуаром” для масштабов r < η, “инжектируя” ту-
да небольшое количество пассивного скаляра. На формальном языке
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это означает, что мы должны решать уравнение (13.19) с граничным
условием, заданном на r ∼ η (то есть при η = 0) и навязываемом эво-
люцией скаляра в инерционном интервале. Как мы уже убедились, на
масштабах вблизи η функция F затухает степенным образом со време-
нем. Поэтому упомянутое граничное условие приводит к степенному
затуханию скаляра со временем при r < η и, соответственно, к слабой
(логарифмической) зависимости F от масштабов. Поэтому, исследуя
интервал rd < r < η, мы можем пренебречь второй производной по ξ
(при ξ À 1) в уравнении (13.19). В результате мы находим уравнение
(∂t + Ad∂ξ)F = 0, которое легко решается методом характеристик. На
временах t À (Ad)−1 ln(η/rd) мы приходим к решению

F (t, r) ∝ (t−Adξ)−1−d/γ , (13.27)

справедливому при rd < r < η. При r < rd координатная зависимость
в F исчезает за счет диффузии.

13.3 Стационарная статистика

Теперь мы рассмотрим статистику пассивного скаляра при наличии
постоянного вброса (накачки). Речь может идти, скажем, о распреде-
лении в турбулентной атмосфере дыма, который выбрасывают про-
мышленные предприятия, или температуры, флуктуации которой по-
рождает неоднородно нагретая поверхность Земли. Еще один класс за-
дач такого типа связан с крупномасштабным градиентом пассивного
скаляра. Поясним подробнее, о чем идет речь. Предположим, что име-
ется стационарная компонента поля θ, которая меняется в простран-
стве. Такая ситуация типична для атмосферы, где имеется вертикаль-
ный градиент как температуры, так и распределения примесей (газов,
пыли). Тогда поле θ имеет стационарную неоднородную θ0 и флукту-
ирующую θ′ компоненты. Разделяя их, мы можем записать уравнение
(13.1) в виде

(∂t + v∇− κ∇2)θ′ = −v∇θ0 ,

где мы опустили диффузионный член с θ0, считая, что он пренебрежи-
мо мал по сравнению с v∇θ0 в силу медленности изменения θ0 в про-
странстве. Таким образом, мы возвращаемся к уравнению (13.1), но с
дополнительным членом в правой части, который и описывает эффек-
тивный вброс пассивного скаляра. Обратим внимание на то, что эта
сила является случайной функцией, если таковой является скорость.

Далее мы рассматриваем уравнение для пассивного скаляра

(∂t + v∇− κ∇2)θ = φ , (13.28)



13.3. СТАЦИОНАРНАЯ СТАТИСТИКА 217

c “силой” φ в правой части, не специфицируя происхождение этой си-
лы. Будем считать ее статистику независимой от статистики скоро-
сти (корреляционные функции пассивного скаляра не чувствительны
к этому условию, но оно позволяет упростить вычисления). Поскольку
мы исключаем из поля θ его среднее по пространству значение, то же
самое надо сделать и с силой φ, произведя вычитание

φ → φ− V −1

∫
ddr φ ,

дающее условие ∫
ddr φ = 0 . (13.29)

Как и в случае со случайной скоростью, мы будем считать φ слу-
чайной функцией, коротко коррелированной во времени и обладаю-
щей Гауссовой и однородной по времени статистикой. Такая статисти-
ка полностью характеризуется парной корреляционной функцией φ,
которая в однородном (и коротко-коррелированном во времени) слу-
чае сводится к интегралу

χ(|r1 − r2|) =
∫

dt1 〈φ(t1, r1)φ(t2, r2)〉 . (13.30)

Функция χ(r) определяет характер пространственных корреляций си-
лы φ. Соотношение (13.29) приводит к интегральному условию

∫ ∞

0

dr rd−1χ(r) = 0 , (13.31)

наложенному на функцию χ.
Выведем уравнения для парной корреляционной функции F пас-

сивного скаляра при наличии постоянного вброса с описанной выше
статистикой. В этом случае в правую часть уравнения (13.16) доба-
вится член, связанный с силой в правой части (13.28):

〈θ(t, r1)φ(t, r2) + θ(t, r2)φ(t, r1)〉 .
Чтобы найти это среднее, можно заметить, что с φ(t) коррелирует
только вклад в θ(t), порождаемый той же накачкой в близкие времена.
Таким образом, θ(t) в приведенном выражении можно заменить на
интеграл

∫ t
dt′ φ(t′), взятый по некоторой небольшой окрестности t.

Используя затем соотношение (13.30) и учитывая, что, как и выше,
интеграл

∫ t
dt′〈φ(t′, r1)φ(t, r2)〉 равен половине χ(|r1−r2|), мы находим

окончательно
∂tF (r) + L̂F (r) = χ(r) , (13.32)
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то есть уравнение теперь является неоднородным, имея “источник” в
правой части.

При наличии этого источника корреляционная функция F выходит
со временем на стационарное решение, которое определяется следую-
щим уравнением

∂r

{
rd−1 [V (r) + κ] ∂r

}
F = −rd−1χ(r) , (13.33)

которое получается из (13.32) при подстановке явного выражения опе-
ратора L̂ из (13.16). Интегрируя это уравнение, мы находим

rd−1 [V (r) + κ] ∂rF = −U(r) , U(r) =
∫ r

0

dr1 rd−1
1 χ(r1) . (13.34)

На длинах, много меньших длины корреляции φ, величину χ(r) можно
считать константой, то есть на этих длинах U ∝ rd. В силу же условия
(13.31) U(r) стремится к нулю при r →∞. Поэтому решение уравнения
(13.34), стремящееся к нулю при r → ∞, записывается в следующем
виде

F (r) =
∫ ∞

r

dr1
U(r1)

rd−1
1 [V (r1) + κ]

.

Легко понять, что при r → 0 F (r) остается конечной.
Исследуем поведение F (0) − F (r) на длинах много меньше, чем

длина корреляции силы φ, когда U ∝ rd. Тогда мы находим

F (0)− F (r) ∝
∫ r

0

dr1 r1

V (r1) + κ
. (13.35)

На длинах r < rd членом с V в уравнении (13.35) можно пренебречь, и
мы находим гладкое поведение F (0)− F (r) ∝ r2. В области rd < r < η
мы имеем V ∝ r2, и, соответственно, F (rd) − F (r) ∝ ln(r/rd). В инер-
ционном же интервале r > η мы имеем V ∝ r2−γ , и, соответственно,
F (η) − F (r) ∝ rγ . Таким образом, каждый из интервалов длин ха-
рактеризуется своим собственным поведением парной корреляционной
функции пассивного скаляра.

В рамках рассмотренной модели несложно выписать уравнения для
высших корреляционных функций пассивного скаляра, обобщающие
(13.32). Они представляют из себя уравнения (13.10), в правую часть
которых добавляются дополнительные члены, связанные с вбросом.
Однако найти точные решения этих уравнений даже в стационарном
случае до сих пор не удавалось. Это оказалось возможным только в
некоторых предельных случаях [71]. В общем случае можно только
сказать, что, как и для парной корреляционной функции, в интервале
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r < rd высшие корреляционные функции обладают гладким поведе-
нием, в области rd < r < η это поведение логарифмическое, а в инер-
ционном интервале r > η оно степенное. Несколько более подробную
информацию о высших корреляционных функциях пассивного скаля-
ра можно получить для интервала r < η, где поле размешивающей
скорости является гладким. Этот случай рассматривается в следую-
щем разделе.

13.4 Мелкомасштабная статистика

Изучим статистику пассивного скаляра на масштабах, ме́ньших вяз-
кой длины η, считая, что длина корреляции l силы φ меньше вязкой
длины. Для этой задачи существенны только масштабы r . l, где
поле скорости является гладким. В этом случае можно детально ис-
следовать статистику пассивного скаляра. Мы сосредоточимся на его
одноточечной статистике.

Мы используем понятие Лагранжевых траекторий, вдоль которых
движутся частицы жидкости. Такая траектория X(t) определяется
уравнением ∂tX = v(t,X), которое означает просто, что частица жид-
кости движется со скоростью v. Отсюда для эволюции вектора δX,
концы которого движутся по двум близким Лагранжевым траектори-
ям, получается уравнение

∂tδXα = σαβ(t)δXβ , (13.36)
σαβ(t) = ∇βvα(t, X) (13.37)

Мы видим, что матрица σ̂ определена на некоторой Лагранжевой тра-
ектории. Решение уравнения (13.36) можно записать в следующем ви-
де

δX(t) = V̂ (t, t0)δX(t0) , (13.38)

где Ŵ – хронологически упорядоченная экспонента (смотри Приложе-
ние A.3)

Ŵ (t, t0) = T exp
[∫ t

t0

dt2 σ̂(t2)
]

, (13.39)

которая является решением уравнения ∂tŴ = σ̂Ŵ с начальным усло-
вием Ŵ (t0, t0) = 1. В соответствии с выражением (13.38) матрица Ŵ
определяет деформациюжидкого объема, движущегося вблизи Лагран-
жевой траектории X(t). Заметим, что условие несжимаемости жидко-
сти записывается в виде σαα = 0, то есть матрица σ̂ является бессле-
довой. Отсюда следует, что детерминант матрицы Ŵ равен единице.
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Исследуем эволюцию пассивного скаляра θ в окрестности некото-
рой Лагранжевой траектории X(t). Если расстояние от точки наблю-
дения r до X меньше η, то поле скорости v можно разложить в ряд
Тейлора, и мы получаем из уравнения (13.28)

∂tθ + [∂tX + σ̂ · (r −X)]∇θ = κ∇2θ + φ . (13.40)

Здесь ∂tX представляет собой скорость жидкости, взятую на Лагран-
жевой траектории X(t), а матрица σαβ(t) представляет собой градиент
скорости ∇βvα, взятый на той же Лагранжевой траектории. Сделаем
теперь несколько модифицированное Фурье-преобразование

θ =
∫

ddk

(2π)d
exp [ik(r −X)] θ(k) , (13.41)

и такое же преобразование для φ. В результате уравнение (13.40) пе-
реписывается в следующем виде

∂tθ(k)−
(

kσ · ∂

∂k

)
θ(k) + κk2θ(k) = φ(k). (13.42)

Решение этого уравнения можно представить в следующем виде

θ(t1,k) =
∫ t1

−∞
dt exp

{
−κ

∫ t1

t

dt′
∣∣∣kŴ (t1, t′)

∣∣∣
2
}

×φ
[
t,kŴ (t1, t)

]
, (13.43)

где Ŵ – та же матрица (13.39).
Мы рассмотрим статистику следующего объекта

θa =
∫

ddr

(2πa2)d/2
exp

[
− (r −X)2

2a2

]
θ(r) , (13.44)

который представляет собой пассивный скаляр, “размазанный” по окрест-
ности точки X размера a. Мы будем считать, что a меньше l, но боль-
ше диффузионного размера rd. При условии a À rd экспоненту с κ
в выражении (13.43) можно заменить на единицу, и мы находим из
(13.41)

θa(t1) =
∫ t1

−∞
dt

∫
ddq

(2π)d
exp

[
−a2

2

∣∣∣qŴ−1(t1, t)
∣∣∣
2
]

φ(t, q) , (13.45)

где мы поменяли порядок интегрирования и перешли к интегрирова-
нию по волновому вектору q = kŴ (t1, t). (Отметим, что Якобиан этого
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преобразования равен единице, поскольку единице равен детерминант
матрицы Ŵ ). Характерное значение вектора q в (13.45) определяется
длиной корреляции силы φ, то есть q ∼ l−1. Что же касается абсо-
лютного значения вектора qŴ−1, то оно растет со временем t, что
обеспечивает сходимость интеграла (13.45) по времени.

Статистика θ определяется усреднением по статистике силы φ и
матрицы Ŵ . Мы опять будем считать статистику силы Гауссовой и
коротко коррелированной во времени. В этом случае усреднение по
статистике силы можно произвести явно, и мы получаем для плотно-
сти вероятности θa

P(θa) =
〈

1√
2πΘ

exp
(
− θ2

a

2Θ

)〉
, (13.46)

Θ =
∫ 0

−∞
dt

∫
ddq

(2π)d
χ(q) exp

[
−a2qΠ̂(t)q

]
, (13.47)

Π̂(t) =
[
ŴT (0, t)Ŵ (0, t)

]−1

, (13.48)

где χ(q) – Фурье-преобразование корреляционной функции силы, вве-
денной соотношением (13.30), а угловые скобки в уравнении (13.46)
означают усреднение по статистике матрицы Ŵ . При переходе от (13.45)
к (13.46,13.47) мы положили t1 = 0. Заметим, что Π̂ является симмет-
ричной положительно определенной матрицей с единичным детерми-
нантом (так как равен единице детерминант матрицы Ŵ ).

Далее мы ограничимся двумерным случаем d = 2 с тем, чтобы избе-
жать излишних технических трудностей (общий характер статистики
пассивного скаляра не зависит от размерности). Выражение (13.47)
приобретает при d = 2 следующий вид

Θ =
∫ 0

−∞
dt

∫ ∞

0

dq q

2π
χ(q) exp

[−a2q2 cosh(%)
]
I0

[
a2q2 sinh(%)

]
, (13.49)

где e±% – собственные значения матрицы Π̂ (произведение которых
равно единице из-за единичности детерминанта Π̂). Таким образом,
для определения плотности вероятности (13.46) достаточно знать ста-
тистические свойства %. Реально нам надо знать статистические свой-
ства % при % À 1. Действительно, характерное значение q определя-
ется l−1, то есть главный вклад в интеграл (13.49) набирается при
% ∼ ln(l/a) À 1.

Чтобы установить статистические свойства %, мы свяжем между
собой Π̂(t − ∆t) и Π̂(t) (здесь t < 0). Для этого мы воспользуемся
свойством мультипликативности матрицы Ŵ :

Ŵ (t1, t2) = Ŵ (t1, t3)Ŵ (t3, t2) ,
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где t1 > t3 > t2. Это свойство следует непосредственно из определения
(13.39). Используя свойство мультипликативности, мы получаем

Π̂(t−∆t) = Ŵ−1(t, t−∆t)Π̂(t)[Ŵ−1(t, t−∆t)]T .

Отсюда следует

2 cosh[%(t−∆t)] = [(T11)2 +(T21)2] exp[%(t)]+ [(T22)2 +(T12)2] exp[−%(t)],

где T̂ = Ŵ−1(t, t−∆t) и компоненты берутся в системе координат, где
диагональна матрица Π̂(t). Для больших значений % мы находим

exp[%(t−∆t)] = [(T11)2 + (T21)2] exp[%(t)] . (13.50)

Как и раньше, мы будем использовать модель коротко-коррелированной
по времени скорости, обладающей Гауссовой статистикой. На масшта-
бах меньше η корреляции градиента скорости определяются соотно-
шением (13.15), что при d = 2 дает

∫ ∞

t2

dt1 〈σαβ(t1)σµν(t2)〉 = A [3δαµδβν − δανδβµ − δαβδµν ] . (13.51)

Обратим внимание на вращательную инвариантность этого выраже-
ния, которое позволяет использовать его в произвольной системе коор-
динат, в частности в той, где диагонализован тензор Π̂. Раскладывая
(13.50) по

∫
dt σ̂ до второго порядка и вычисляя средние в соответствии

с (13.51), мы находим для ∆% = %(t−∆t)− %(t):

〈∆%〉 = 4A∆t , 〈〈(∆%)2〉〉 ≡
〈
(∆%− 〈∆%〉)2

〉
= 8A∆t ,

где двойные угловые скобки означают неприводимую корреляционную
функцию. Таким образом, мы получаем для % следующее уравнение с
белым шумом в правой части

∂t% + 4A = ζ , 〈ζ(t1)ζ(t2)〉 = 8Aδ(t1 − t2) . (13.52)

Применяя затем схему, описанную в параграфе 10, мы находим, что
плотность вероятности для %(t) записывается в виде

exp
[
−

∫ 0

−∞
dt

(∂t% + 4A)2

16A

]
,

где мы опустили нормировочный множитель.
Таким образом, распределение вероятности θa (13.46) переписыва-

ется в виде функционального интеграла

P(θa) =
∫ D%√

2πΘ
exp

(
− θ2

a

2Θ

)
exp

[
−

∫ 0

−∞
dt

(∂t% + 4A)2

16A

]
, (13.53)
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где Θ определяется выражением (13.49). Мы будем вычислять функ-
циональный интеграл (13.53) в седловом приближении, которое оправ-
дано большой величиной ln(l/a). Эволюция % (назад по времени) рас-
падается на две стадии. На первой стадии e% < l2/a2, и интеграл по
q в правой части (13.49) можно заменить на χ0. На второй стадии,
когда e% > l2/a2, правая часть (13.49) является пренебрежимо малой.
Промежуточная же стадия, когда e% проходит через l2/a2, является
короткой в силу экспоненциального характера зависимости e% от вре-
мени, и потому не вносит существенного вклада в ответ. Таким об-
разом, мы можем записать Θ = χ0τ , где τ – длительность первой
стадии. Поскольку значение Θ не зависит от конкретного поведения
%(t) на обоих стадиях, условие экстремума по % дает просто ∂2

t % = 0,
что означает линейную зависимость % от времени t. На второй ста-
дии очевидно ∂t% = −4A, иначе разойдется интеграл по времени в
(13.53), дав в результате нулевую вероятность. На первой же стадии
∂t% = −(2/τ) ln(l/a). Подставляя полученные зависимости в (13.53),
мы находим

lnP(θa) ≈ − [2AΘ− χ0 ln(l/a)]2

4Aχ0Θ
− θ2

a

2Θ
,

где мы выразили τ через Θ из Θ = χ0τ . Полученное выражение необ-
ходимо теперь минимизировать по Θ, который остался свободным под-
гоночным параметром. Условие экстремума lnP по Θ дает

2AΘ =
√

χ2
0(ln l/a)2 + 2Aχ0θ2

a .

Подставляя это выражение в формулу для lnP, мы находим оконча-
тельно

lnP(θa) ≈ (√
1 + x − 1

)
ln(l/a) , (13.54)

x =
2Aθ2

a

χ0[ln(l/a)]2
. (13.55)

Обсудим асимптотики выражения (13.54), соответствующие малым
и большим x. При x ¿ 1 мы находим Гауссово выражение

lnP(θa) ≈ − Aθ2
a

χ0 ln(l/a)
, (13.56)

что приводит к следующему выражению для второго момента

〈θ2
a〉 =

χ0

2A
ln(l/a) .
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Это выражение соответствует логарифмическому поведению парной
корреляционной функции пассивного скаляра в интервале от rd до η,
установленному в предыдущем разделе. Отметим, что условие приме-
нимости выражения (13.56), x ¿ 1, может быть переписано в виде
θ2

a ¿ 〈θ2
a〉 ln(l/a). Таким образом, область применимости Гауссового

приближения оказывается аномально большой (естественная область
его применимости определяется условием θ2

a ¿ 〈θ2
a〉). Объясняется это

тем, что θ2
a является суммой большого числа статистически независи-

мых слагаемых (производимых силой φ), число которых N флукту-
ирует около ln(l/a) (эти флуктуации определяются статистикой раз-
мешивания). Так как ln(l/a) предполагается большим числом, относи-
тельные флуктуации N невелики.

Рассмотрим теперь предельный случай x À 1. Тогда (13.54,13.55)
дают

lnP(θa) ≈ −
√

2A

χ0
|θa| .

Таким образом, мы находим экспоненциальный хвост функции рас-
пределения [72], который спадает гораздо медленнее, чем нормальное
(Гауссово) распределение. Это является сигналом того, что хвост “си-
дит” на редких (нетипичных) событиях. Обратим также внимание на
то, что этот хвост не содержит ln(l/r), то есть не зависит от масштаба.
Это связано со специальной структурой упомянутых редких событий,
которые представляют собой периоды, когда φ = const, а размешива-
ние отсутствует, то есть σ̂ = 0. Вероятность такого события является
произведением вероятностей (для φ и σ̂), каждая из которых экспонен-
циально зависит от продолжительности периода τ . Таким образом, мы
и приходим к экспоненциальному хвосту функции распределения θa,
так как θa ∝ τ .

Все сказанное выше относится также к одновременным корреля-
ционным функциям θ при условии, что все расстояния между точка-
ми, в которых берутся θ, порядка a. Это связано со слабой (логариф-
мической) зависимостью этих корреляционных функций от масштаба
при малых x и универсальной зависимостью, не зависящей от мас-
штаба, при больших x. При уменьшении a зависимость корреляцион-
ных функций от a “насыщается” при a ∼ rd, где вступает в действие
диффузия. На меньших масштабах корреляционные функции прак-
тически не зависят от a. Таким образом, одноточечное распределение
вероятности θ можно получить из (13.54,13.55), если подставить в эти
выражения a = rd.
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13.5 Распределение полимеров по длинам
В настоящем разделе мы рассмотрим отдельный сюжет, связанный со
статистикой растяжения полимерных молекул в хаотическом потоке
[73]. Этот предмет может быть изучен при помощи тех же методов,
которые мы применяли выше при изучении пассивного скаляра. Нас
будет интересовать хвост функции распределения вероятности поли-
меров по длинам, соответствующий большим растяжениям полимер-
ных молекул. Форма этого хвоста оказывается тесно связанной со ста-
тистикой случайного потока.

Как известно, в жидкости полимерная молекула образует нечто
вроде клубка шаровидной формы. При наличии неоднородного те-
чения этот клубок деформируется. Мы будем рассматривать случай,
когда такая деформация достаточно сильна, так что клубок превра-
щается в сильно вытянутый эллипсоид. В этом случае деформацию
полимерной молекулы можно характеризовать вектором R, который
представляет собой главную полуось этого эллипсоида (то есть длина
этого вектора R совпадает с длиной полуоси, а его направление опре-
деляет ориентацию полуоси в пространстве). Тогда эволюцию вектора
R можно описывать следующим уравнением [74]

∂tRα = Rβ∇βvα − 1
τ

Rα . (13.57)

Здесь член с градиентом скорости (взятом в точке расположения по-
лимерной молекулы) представляет воздействие неоднородного потока,
стремящегося растянуть молекулу. Последний же член в уравнении
(13.57) представляет внутреннюю релаксацию, стремящуюся вернуть
молекулу в состояние изотропного (и малого по размерам) клубка. При
этом τ играет роль времени релаксации. В отсутствии связей мономе-
ры (составляющие полимерную молекулу) двигались бы вдоль Лагран-
жевых траекторий, а потому их расхождение определялось бы гради-
ентом скорости, что и зафиксировано в первом члене в правой части
уравнения (13.57), совпадающим с (13.36). Второй же член вносит по-
правку в это Лагранжево движение, связанное с взаимодействием мо-
номеров. Если R много меньше полной длины полимерной молекулы
(когда она вытянута “в струнку”), то релаксацию полимерной молеку-
лы можно считать линейной, то есть τ в уравнении (13.57) является
константой, не зависящей от R. Именно такой случай мы рассматри-
ваем далее.

Уравнение (13.57) применимо при условии, что размеры полимер-
ной молекулы R много меньше вязкой длины η. Это позволяет при-
ближать скорость линейным профилем, то есть считать, что градиент
скорости не меняется на размере молекулы. Таким образом, динами-
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ка полимерной молекулы связана с градиентом скорости, статистика
которого определяется корреляциями скорости на масштабах меньше,
чем η. Можно считать, что центр тяжести полимерной молекулы дви-
жется вдоль некоторой Лагранжевой траектории жидкости. Поэтому
мы снова приходим к матрице σαβ(t), которая представляет собой гра-
диент скорости ∇βvα, взятый на некоторой Лагранжевой траектории.
Можно выписать формальное решение уравнения (13.57), которое име-
ет вид

R(t2) = exp
(
− t2 − t1

τ

)
ŴR(t1) , (13.58)

где матрица Ŵ является той же хронологически упорядоченной экс-
понентой (13.39). Ее статистика определяется парной корреляционной
функцией
∫ ∞

0

dt〈σαβ(t)σµν(0)〉 =
A

d− 1
[(d + 1)δαµδβν − δανδβµ − δαβδµν ] , (13.59)

это выражение следует из соотношения (13.15).
Перейдем теперь к рассмотрению статистики ρ = ln(R/R0), где R0

– некоторый характерный масштаб, мы будем считать, что это размер
недеформированной полимерной молекулы (радиус клубка). Заметим,
что уравнение (13.57) применимо только при R À R0, то есть при
больших ρ. Рассмотрим небольшой промежуток времени t2 − t1 (но
тем не менее большой по сравнению со временем корреляции скоро-
сти). Тогда упорядоченную экспоненту (13.39) можно разложить в ряд.
Удерживая, как и раньше, в нем члены первого и второго порядка, мы
находим

R(t2) ≈ R(t1)− t2 − t1
τ

R(t1) +
(t2 − t1)2

2τ2
R(t1) +

∫ t2

t1

dt σ̂(t)R(t1)

− t2 − t1
τ

∫ t2

t1

dt σ̂(t)R(t1) +
∫ t2

t1

dt

∫ t

t1

dt′ σ̂(t)σ̂(t′)R(t1) .

Отсюда мы находим для изменения ρ

ρ2 − ρ1 ≈ − t2 − t1
τ

+ n

∫ t2

t1

dt σ̂(t)n−
[
n

∫ t2

t1

dt σ̂(t)n
]2

+n

∫ t2

t1

dt

∫ t

t1

dt′ σ̂(t)σ̂(t′)n +
1
2
n

∫ t2

t1

dt

∫ t2

t1

dt′ σ̂T (t)σ̂(t′)n , (13.60)

где n = R(t1)/R(t1) и значок T означает транспонирование. Отсюда
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мы получаем, используя соотношение (13.59)

〈(ρ2 − ρ1)〉 ≈ (λ− 1/τ)(t2 − t1) , (13.61)
λ = Ad , (13.62)

〈〈(ρ2 − ρ1)2〉〉 ≈ 2λ

d
(t2 − t1) , (13.63)

где двойные угловые скобки означают неприводимую корреляционную
функцию.

Как мы уже отмечали, в отсутствие члена с релаксацией уравне-
ние (13.57) описывает эволюцию во времени вектора, концы которо-
го движутся по близким Лагранжевым траекториям. В этом случае
коэффициент пропорциональности между 〈(ρ2 − ρ1)〉 и t2 − t1 опре-
деляет среднюю логарифмическую скорость разбегания двух близких
Лагранжевых траекторий. Эта величина называется обычно Ляпунов-
ской экспонентой (или главной Ляпуновской экспонентой). В наших
обозначениях Ляпуновская экспонента равна λ и определяется для
введенной нами модели соотношением (13.62).

Соотношения (13.61,13.63) можно использовать для вывода урав-
нения Фоккера-Планка для плотности вероятности P (ρ). Используя
схему, приведенную в Приложении A.2, мы получаем

∂tP + ∂ρ [(λ− 1/τ)P ]− λ

d
∂2

ρP = 0 . (13.64)

Это уравнение имеет следующее стационарное решение

P ∝ exp
[
−d

(
1− 1

λτ

)
ρ

]
. (13.65)

Таким образом, мы находим экспоненциальное поведение функции рас-
пределения вероятности ρ, справедливое при ρ À 1, что является обла-
стью применимости уравнения (13.57). В пересчете на распределение
вероятности R = R0 exp(ρ) мы получаем степенной хвост функции
распределения, справедливый при R À R0, то есть для вытянутых
молекул.

Обратим внимание на то, что для распределения (13.65) нормиро-
вочный интеграл

∫
dρP (ρ) сходится (на больших ρ) только при усло-

вии λ < 1/τ . В противном случае он расходится. Это означает, что
большинство полимерных молекул находится в сильно растянутом со-
стоянии, которое не может быть проанализировано в рамках нашего
линейного приближения, так как для его описания необходимо при-
нимать во внимание нелинейность релаксации полимерной молекулы.
Впрочем, даже при λ > 1/τ выражение (13.65) имеет смысл, давая
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левый хвост функции распределения молекул по размерам, опреде-
ляющий распределение по размерам “умеренно” растянутых молекул,
динамика которых подчиняется линейному уравнению. Таким обра-
зом, при λ = 1/τ происходит переход, который заключается в том, что
подавляющее большинство молекул переходит из нерастянутого состо-
яния в состояние сильно растянутое [75]. Такого рода переход должен
наблюдаться при увеличении интенсивности случайного потока.

13.6 Итоги, обобщения и проблемы.

Весь проделанный выше анализ статистики пассивного скаляра в слу-
чайном поле скорости был выполнен в рамках модели Крайчнана, то
есть в предположении, что поле скорости является коротко коррели-
рованным во времени (иными словами, характерное время размешива-
ния пассивного скаляра много больше времени корреляции скорости)
и обладает Гауссовой статистикой. Для реальной турбулентности и то,
и другое предположения далеки от реальности. Тем не менее, можно
надеяться, что ответы, полученные для модели Крайчнана, по крайней
мере качественно справедливы и для реального пассивного скаляра в
турбулентном потоке. А именно, можно ожидать, что в инерционном
интервале масштабов η < r < L корреляционные функции пассивного
скаляра степенным образом зависят от времени и расстояний между
точками, а в интервале r < η степенная зависимость от координат сме-
няется логарифмической (возможная стадия, когда в интервале r < η
корреляционные функции пассивного скаляра экспоненциально зату-
хают по времени при степенной зависимости от координат, обладает
малой длительностью).

Статистика пассивного скаляра является перемежаемой, то есть
его высокие корреляционные функции “сидят” на редких событиях
(нетипичных флуктуациях), которые приводят к значениям этих кор-
реляционных функций, значительно больших, чем их Гауссова оценка
(через парную корреляционную функцию). Выше мы продемонстри-
ровали эту перемежаемость на примере мелкомасштабной статистики
пассивного скаляра, она характерна не только для коротко коррелиро-
ванной скорости [76]. Перемежаемость вообще характерна для систем,
находящихся далеко от равновесия (типа турбулентного потока), и нет
сомнения, что перемежаема статистика пассивного скаляра в реальном
турбулентном потоке.

Можно уточнить постановку задачи о перемежаемости пассивного
скаляра в инерционном интервале η < r < L. Для этого вводятся так
называемые структурные функции пассивного скаляра Sn(r), которые
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обладают степенным поведением:

Sn(r) = 〈[θ(r)− θ(0)]n〉 ∝ rζn ,

справедливым на масштабах меньше, чем длина корреляции l вброса
(мы считаем l < L). Как показывает эксперимент

Sn(r) ∼ [S2(r)]n/2

(
l

r

)nζ2/2−ζn

,

Таким образом, перемежаемость растет с уменьшением масштаба (при
увеличении l/r). Общие соотношения типа неравенства Шварца при-
водят к выводу, что зависимость ζn от n выкладываются на выпук-
лую вверх функцию, то есть отклонение от Гауссовой оценки растет
с увеличением номера n. Упомянутое выше поведение можно назвать
аномальным скейлингом, так как ζn 6= (n/2)ζ2. Подобный аномальный
скейлинг наблюдается и для корреляционных функций турбулентной
скорости [68]. В рамках модели Крайчнана наличие аномального скей-
линга было доказано в двух предельных случаях: при γ → 2 и d →∞
[71]. Хотя оба эти случая являются нефизическими, важно было про-
демонстрировать теоретически само наличие такого явления.

Поучительно сравнить аномальный скейлинг для пассивного ска-
ляра (и турбулентной скорости) и для параметра порядка ϕ вблизи
точки фазового перехода второго рода. Например, корреляционная
функция 〈〈ϕ2(r)ϕ2(0)〉〉, которая определяет аномальный вклад в теп-
лоемкость, обладает аномальным скейлингом. А именно, при r ¿ rc

〈〈ϕ2(r)ϕ2(0)〉〉 ∼ (Λr)−∆〈ϕ(r)ϕ(0)〉2 ,

где ∆ > 0, то есть 〈〈ϕ2(r)ϕ2(0)〉〉 много меньше, чем 〈ϕ(r)ϕ(0)〉2. Мы
видим, что этот аномальный скейлинг связан с ультрафиолетовой об-
резкой, в то время как для пассивного скаляра (и турбулентной скоро-
сти) он связан с инфракрасным (самым большим) масштабом задачи.
Поэтому, в частности, ренорм-группа не применима к турбулентным
задачам.

В отличие от инерционного интервала, где модель Крайчнана рабо-
тает в лучшем случае качественно, в интервале r < η ее предсказания
уже являются “полуколичественными”. В частности, выводы о лога-
рифмическом характере корреляционных функций пассивного скаля-
ра, об аномально большом интервале Гауссовости и об экспоненциаль-
ных хвостах функций распределения вероятности скаляра остаются
справедливыми и в общем случае, для произвольной статистики ско-
рости. Отметим также недавно открытое хаотическое состояние по-
лимерных растворов – так называемую эластическую турбулентность
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[60], где скорость является гладкой на всех масштабах (меньше, чем
размер сосуда). К этому случаю относятся все выводы, сделанные на-
ми для пассивного скаляра в интервале r < η.

Задачи
Задача 13.1

Найти функцию Грина уравнения (13.23). Для функции Φ предпо-
лагаются нулевые условия при z = 0 и z →∞.

Решение задачи 13.1
Для упрощения формул мы полагаем здесь A = 1. Гриновская

функция G(t, z, x) удовлетворяет следующему уравнению
[
∂t −

(
∂2

z +
1
z
∂z − ν2

z2

)]
G = δ(t)δ(z − x) . (13.66)

Делая преобразование Лапласа, мы получаем из уравнения (13.66)
[
s−

(
∂2

z +
1
z
∂z − ν2

z2

)]
Gs = δ(z − x) , (13.67)

где s – параметр преобразования Лапласа. При z < x Гриновская
функция должна быть пропорциональна решению однородного урав-
нения, которое остается конечным при z → 0, то есть Iν(

√
s z) (Iν –

функция Бесселя мнимого аргумента). При z > x Гриновская функ-
ция должна быть пропорциональна решению однородного уравнения,
которое стремится к нулю при z →∞, то есть Kν(

√
s z) (Kν – функция

Макдональда). Учитывая выражение для Вронскиана (определителя
Вронского), можно найти коэффициенты пропорциональности, и мы
получаем

Gs =
{ −xIν(

√
s z)Kν(

√
s x) z < x ,

−xIν(
√

s x)Kν(
√

s z) z > x .
(13.68)

Производя теперь обратное преобразование Лапласа, мы находим при
z < x

G = −x

∫
ds

2πi
exp(st)Iν(

√
s z)Kν(

√
s x) ,

где интеграл идет вдоль мнимой оси. Этот интеграл является таблич-
ным, он дает

G =
x

2t
Iν

(zx

2t

)
exp

(
−z2 + x2

4t

)
. (13.69)

Такое же выражение получается и при z > x. Таким образом, выра-
жение (13.69) и является решением уравнения (13.66).
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Заключение
Тепловые флуктуации для макроскопических величин обычно бывают
пренебрежимыми, но в определенных условиях могут оказаться суще-
ственными. Мы рассмотрели ряд случаев, когда флуктуации макро-
скопических (крупномасшабных) величин в конденсированной среде
играют важную роль в формировании физических свойств системы. В
основном мы изучали равновесное состояние среды, когда флуктуации
вызываются тепловым движением. В то же время роль крупномасшаб-
ных флуктуаций резко возрастает, если система находится в неравно-
весном состоянии. Классическим примером такого рода является гид-
родинамическая турбулентность, реализующимся при больших числах
Рейнолдса, когда амплитуда флуктуаций скорости оказывается намно-
го больше тепловых флуктуаций. К сожалению, турбулентность нахо-
дится вне рамок настоящего курса, поскольку она является большой
областью науки, которой посвящены сотни статей и десятки моногра-
фий. Тем не менее, мы разобрали несколько примеров неравновесных
систем, которые могут быть исследованы только с привлечением их
динамики. Таким образом, настоящий курс содержит не только ин-
формацию о заявленных в оглавлении явлениях, но и также и общий
подход, который, как мы надеемся, поможет читателю самостоятельно
выйти за круг этих явлений.

Автор благодарит И. В. Колоколова, прочитавшего рукопись лек-
ций и сделавшего ряд важных замечаний.
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Приложения

A.1 Гауссовы интегралы

В статистике важную роль играет доказанная Гауссом центральная
предельная теорема, согласно которой сумма большого числа случай-
ных величин обладает нормальным распределением вероятности, то
есть логарифм функции распределения вероятности является квадра-
тичной формой от флуктуирующей переменной. Тогда ее моменты и
определяются Гауссовыми интегралами. Центральная предельная тео-
рема допускает обобщение на случай произвольного числа флуктуиру-
ющих переменных, чем и определяется значительная роль Гауссовых
интегралов в статистике. Кроме того, Гауссовы интегралы возникают
при построении теории возмущений. Здесь мы кратко перечислим их
основные свойства.

Мы начнем с простейшего случая, когда имеется единственная ска-
лярная флуктуирующая переменная x, и мы интересуемся ее момен-
тами 〈xn〉, определяемыми Гауссовой функцией распределения веро-
ятности:

〈xn〉 =
∫ +∞

−∞
dx N−1 exp

(−ax2/2
)
xn . (A.1)

Здесь N – нормировочная константа, определяемая условием 〈1〉 = 1,
то есть

N =
∫ +∞

−∞
dx exp

(−ax2/2
)

=
√

2π/a . (A.2)

Конечно, моменты (A.1) (которые отличны от нуля только для четных
n) можно вычислить непосредственно. Однако поучительно вычислить
эти величины, введя так называемую производящую функцию Z для

232
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моментов x:

Z(λ) = 〈exp(λx)〉 =
∞∑

n=0

1
n!

λn〈xn〉 . (A.3)

Таким образом, моменты x являются коэффициентами разложения
производящего функционала Z(λ) в ряд по λ. Для Гауссовой функ-
ции распределения производящая функция может быть найдена явно:

Z(λ) =
∫ +∞

−∞
dxN−1 exp

(−ax2/2 + λx
)

= exp
[
λ2/(2a)

]
. (A.4)

Сравнивая между собой коэффициенты разложения в (A.3) и (A.4),
мы находим

〈x2n〉 =
(2n)!
2n n!

a−n . (A.5)

Предположим теперь, что x – комплексная переменная. Тогда Гаус-
сову функцию распределения с положительно определенной вероятно-
стью можно записать в следующем виде N−1 exp(−a|x|2), где норми-
ровочная константа равна

N =
∫

dRex dImx exp(−a|x|2) =
π

a
. (A.6)

После этого мы находим для производящей функции

Z(λ) =
〈
exp

(
λx∗ + λ̄x

)〉
=

= N−1

∫
dRex dImx exp

(−a|x|2 + λx∗ + λ̄x
)

= exp(λλ̄/a) , (A.7)

где звездочка означает комплексное сопряжение. Переменные λ и λ̄
(разложение по которым производящей функции дает корреляцион-
ные моменты x и x∗) удобно считать независимыми переменными. Да-
лее, раскладывая соотношение (A.7) по λ и λ̄, мы находим

〈|x|2n〉 = n! a−n , (A.8)

вместо (A.5).
Обобщим теперь приведенные формулы для случая, когда имеется

K действительных переменных xi. Тогда общий вид Гауссовой функ-
ции распределения имеет вид N−1 exp(−xiAijxj/2), где A – симмет-
ричная положительно определенная матрица (то есть матрица, име-
ющая все положительные собственные значения). Интегралы с этой
функцией распределения могут быть сведены к произведению одно-
мерных Гауссовых интегралов, если произвести ортогональное преоб-
разование, диагонализующее матрицу A. В результате, например, для
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нормировочной константы мы находим

N =
∫

dKx exp (−xiAijxj/2) =
(2π)K/2

√
detA

, (A.9)

где детерминант detA возникает, как произведение собственных значе-
ний матрицы A. Далее, тем же способом вычисляется производящая
функция

Z(λi) = 〈exp (λixi)〉 =

= N−1

∫
dKx exp (−xiAijxj/2 + λixi) = exp(λiA

−1
ij λj) , (A.10)

где A−1 означает матрицу, обратную к A. Отсюда следует в частности,
что корреляционная функция третьего порядка (как и всех нечетных
порядков) равна нулю. Раскладывая соотношение (A.10) по λi, мы на-
ходим, например, для парной корреляционной функции и корреляци-
онной функции четвертого порядка

Fij = 〈xixj〉 = A−1
ij , (A.11)

〈xixjxkxm〉 = FijFkm + FikFjm + FimFjk . (A.12)

Поскольку производящий функционал (A.10) имеет вид

Z(λ) = exp(λiFijλj) ,

все корреляционные функции xi, подобно (A.12), сводятся к парной
корреляционной функции (A.11). В общем виде (для произвольного
четного порядка) мы имеем

〈xixj . . . xkxm〉 = Fij . . . Fkm + . . . , (A.13)

где суммирование ведется по всем произведениям парных корреляци-
онных функций, которые получаются в результате разных способов
“спаривания” в произведении xixj . . . xkxm, подобно (A.12). Правило
(A.13) называется обычно теоремой Вика.

Теперь мы переходим к случаю, когда имеется K комплексных
переменных xi. Тогда Гауссову функцию распределения с положи-
тельно определенной вероятностью можно записать в следующем ви-
де N−1 exp(−x∗i Aijxj), где A – эрмитова положительно определенная
матрица (то есть матрица, имеющая все положительные собственные
значения). Интегралы с этой функцией распределения могут быть све-
дены к произведению одномерных Гауссовых интегралов (с комплекс-
ной переменной), если произвести унитарное преобразование, диаго-
нализующее матрицу A. В результате, например, для нормировочной
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константы мы находим

N =
∫

dKRex dKImx exp(−x∗i Aijxj) =
πK

(detA)K
. (A.14)

Далее, действуя таким же способом, мы находим

Fij = 〈xix
∗
j 〉 = A−1

ij , (A.15)

Z(λ) = 〈exp(λ̄ixi + λix
∗
i )〉 = exp(λ̄iFijλi) . (A.16)

Раскладывая по λ, λ̄ соотношение (A.16), мы находим

〈xixjx
∗
kx∗m〉 = FikFjm + FimFjk , (A.17)

вместо (A.12). Общее же правило заключается в том, что отличны от
нуля только те корреляционные функции, которые получаются усред-
нением произведения одинаковых количеств переменных x и x∗, при-
чем

〈xixj . . . x∗kx∗m〉 = FikFjm · · ·+ . . . . (A.18)

Здесь суммирование, как и в (A.13), идет по всем произведениям пар-
ных корреляционных функций, которые получаются в результате раз-
ных способов “спаривания” в произведении xixj . . . x∗kx∗m, подобно (A.17),
если под спариванием понимать образование парной корреляционной
функции из 〈xx∗〉. Таким образом, теорема Вика работает и для ком-
плексных переменных.

Все сказанное выше может быть непосредственно обобщено и на
случай полей, поскольку любое поле может быть представлено, как со-
вокупность большого, но конечного числа компонент. Например, роль
этих компонент могут играть коэффициенты разложения поля в ряд
Фурье, где суммирование ограничено “ультрафиолетовой” обрезкой Λ
(предельным волновым вектором). Аналог производящей функции для
полей называется производящим функционалом, для действительного
поля ϕ он равен

Z(λ) =
〈

exp
[∫

ddr λ(r)ϕ(r)
]〉

= exp
[
1
2

∫
ddr1 ddr2λ(r1)F (r1 − r2)λ(r2)

]
, (A.19)

F (r1 − r2) = 〈ϕ(r1)ϕ(r2)〉 , (A.20)

где мы предположили пространственную однородность. Для комплекс-
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ного поля ψ надо внести некоторые поправки:

Z(λ) =
〈

exp
[∫

ddr λ̄(r)ψ(r) + λ(r)ψ∗(r)
]〉

= exp
[∫

ddr1 ddr2λ̄(r1)F (r1 − r2)λ(r2)
]

, (A.21)

F (r1 − r2) = 〈ψ(r1)ψ∗(r2)〉 . (A.22)

Как и ранее, высшие корреляционные функции полей ϕ и ψ выра-
жаются через парные корреляцонные функции (A.20) и (A.22) в со-
ответствии с теоремой Вика. А именно, для действительного поля ϕ
среднее равно

〈ϕ(r1)ϕ(r2) . . . ϕ(r2n−1)ϕ(r2n)〉
= F (r1 − r2) . . . F (r2n−1 − r2n) + . . . , (A.23)

где суммирование ведется по всем произведениям парных корреляци-
онных функций, которые получаются в результате разных способов
“спаривания” в произведении ϕ(r1)ϕ(r2) . . . ϕ(r2n−1)ϕ(r2n). Например

〈ϕ(r1)ϕ(r2)ϕ(r3)ϕ(r4)〉 = F (r1 − r2)F (r3 − r4)
+F (r1 − r3)F (r2 − r4) + F (r1 − r4)F (r2 − r3) . (A.24)

Для комплексного же поля

〈ψ(r1) . . . ψ∗(r2n)〉 = F (r1 − rn+1)F (r2 − rn+2) · · ·+ . . . , (A.25)

где суммирование идет по всем произведениям парных корреляцион-
ных функций, которые получаются в результате разных способов “спа-
ривания” в произведении ψ(r1)ψ(r2) . . . ψ∗(r2n−1)ψ∗(r2n), если под спа-
риванием понимать образование парной корреляционной функции из
〈ψψ∗〉. Например

〈ψ(r1)ψ(r2)ψ∗(r3)ψ∗(r4)〉 = F (r1 − r3)F (r2 − r4)
+F (r1 − r4)F (r2 − r3) . (A.26)

Таким образом, в Гауссовом случае задача сводится к отысканию
парной корреляционной функции флуктуирующего поля. Покажем,
как это можно сделать в том случае, когда эффективная энергия (по-
казатель экспоненты в распределении Гаусса) является интегралом от
локального по полям выражения.

Мы начнем с комплексного поля. Рассмотрим к качестве примера
Гауссову функцию распределения N−1 exp(−H) с эффективной энер-
гией

H =
∫

ddr (a|ψ|2 + b|∇ψ|2) .
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Фурье-преобразование

ψ(r) =
∑

q

ψq exp(iqr) , (A.27)

превращает поле ψ в набор комплексных коэффициентов ψq, а эффек-
тивную энергию в сумму

H = V
∑

q

(a + bq2)|ψq|2 , (A.28)

где V – объем системы. Нормировочная же константа N равна

N =
∏
q

dReψqdImψq exp(−H) =
∏
q

π

(a + bq2)V
. (A.29)

Далее, мы находим из (A.28)

〈|ψq|2〉 = V −1(a + bq2)−1.

Поэтому

F (r) = 〈ψ(r + r1)ψ∗(r1)〉 =
∑

q

exp(iqr)
V (a + bq2)

→
∫

ddq

(2π)d

exp(iqr)
(a + bq2)

, (A.30)

где мы использовали обычный способ преобразования суммы по волно-
вым векторам в интеграл, справедливое, если характерный волновой
вектор много больше обратного размера системы. Выражение (A.30)
определяет парную корреляционную функцию комплексного поля.

Для действительного поля ϕ(r) Фурье-компоненты ϕq являются
комплексными величинами:

ϕ(r) =
∑

q

ϕq exp(iqr) . (A.31)

Однако надо быть аккуратным, поскольку для действительного поля
ϕ(r) имеет место соотношение ϕ−q = ϕ∗q. Поэтому величины ϕq не
являются независимыми. При интегрировании по ϕq можно ограни-
читься половиной обратного пространства, тогда Reϕq и Imϕq можно
считать независимыми величинами. Рассмотрим в качестве примера
Гауссову функцию распределения N−1 exp(−H) с

H =
1
2

∫
ddr

[
aϕ2 + b(∇ϕ)2

]
= V

′∑
q

(
a + bq2

) |ϕq|2 , (A.32)
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где штрих при знаке суммы означает, что суммирование идет по по-
ловине обратного пространства. Нормировочная константа N равна

N =
′∏
q

dReϕqdImϕq exp(−H) =
′∏
q

π

(a + bq2)V
, (A.33)

где штрих при знаке произведения означает, как и выше, что произве-
дение берется по половине обратного пространства. Далее, мы находим
из (A.32)

〈(Reϕq)2〉 = 〈(Imϕq)2〉 =
1

2V (a + bq2)
,

то есть 〈ϕqϕ−q〉 = (a + bq2)−1V −1. Отсюда мы получаем

〈ϕ(r + r1)ϕ(r1)〉 =
∑

q

exp(iqr)
V (a + bq2)

→
∫

ddq

(2π)d

exp(iqr)
(a + bq2)

, (A.34)

где мы использовали тот же способ преобразования суммы по волно-
вым векторам в интеграл.

Выше мы рассмотрели частный случай эффективной энергии. Тем
не менее, общий прием – переход к Фурье-компонентам, который пре-
вращает эффективную энергию в сумму слагаемых относящихся к
этим Фурье-компонентам, работает и для произвольной эффективной
энергии H является интегралом от локального по полям выражения.
При этом множитель a+bq2 заменяется на какую-то другую функцию
q, которая диктуется конкретным видом функции распределения. В
развитую схему легко включается время (просто, как дополнительная
координата). Кроме того ясно, что сформулированная схема тривиаль-
но обобщается на случай многокомпонентных полей.

A.2 Уравнение Фоккера-Планка
В настоящем приложении мы рассмотрим так называемое уравнение
Фоккера-Планка, которое относится к системам, которые подвергают-
ся воздействию величин, хаотически изменяющихся со временем. Ди-
намика подобных систем описывается уравнениями, в которых присут-
ствуют Ланжевеновские (случайные) силы, такие уравнения называют
обычно стохастическими. В этом случае не имеет смысла изучать ре-
шение динамических уравнений при данном значении случайной силы
(как обычно говорят, при данной ее реализации), а имеет смысл рас-
сматривать величины, усредненные по многим реализациям. Обычно
поведение решения при данной реализации случайной силы на боль-
ших временах (на временах, намного превышающих время корреляции
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случайной силы) близко к усредненному. Можно оценить и типичное
отклонение от среднего.

Мы начнем с простейшего случая, когда имеется всего одна коор-
дината x, подчиняющаяся следующему стохастическому уравнению

∂tx = g(x) + ζ(t) , (A.35)

где g(x) – некоторая функция x, а ζ(t) – случайная функция времени.
Такого сорта уравнение возникает, например, при анализе Броунов-
ского движении частицы во внешнем поле (тогда x – координата этой
частицы). Мы будем считать, что ζ(t) – белый шум, то есть что пе-
ременная ζ(t) коротко коррелирована по времени. Тогда среднее по
реализациям шума может быть записано в следующем виде

〈ζ〉 = 0 , 〈ζ(t1)ζ(t2)〉 = 2C δ(t1 − t2) , (A.36)

где C – некоторая константа, характеризующая мощность шума.
Объект, который нас будет интересовать – функция распределения

вероятности P(t, x), нормированная условием
∫

dxP(t, x) = 1 , (A.37)

которое означает, что суммарная вероятность найти частицу в какой-
либо точке равна единице. Будем считать, что при t = 0 значение x
фиксировано: x = x0. Тогда при t = 0 P(x) = δ(x− x0). Затем x начи-
нает изменяться со временем в соответствии с уравнением (A.35). При
рассмотрении многих реализаций шума ζ(t) получается много разных
траекторий, то есть возникает неопределенность в положении части-
цы. Эта неопределенность и приводит к описанию в терминах функ-
ции распределения вероятности P(t, x). Если она известна, то можно,
например, вычислить среднее (по реализациям шума) значение x:

〈x(t)〉 =
∫

dxP(t, x) x . (A.38)

Аналогичным образом определяются высшие моменты:

〈xn(t)〉 =
∫

dxP(t, x) xn . (A.39)

Отклонения же x от среднего значения характеризуется среднеквад-
ратичным отклонением

〈〈x2(t)〉〉 = 〈(x− 〈x〉)2〉 = 〈x2〉 − 〈x〉2 . (A.40)
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Для величины P(t, x) можно получить динамическое уравнение.
Для этого рассмотрим изменение x на некотором небольшом, но конеч-
ном интервале времени ∆t. Из уравнения (A.35) находим для данной
реализации шума

∆x =
∫ t+∆t

t

dt′ [g(x) + ζ(t′)] . (A.41)

Величина P(x) dx определяет вероятность того, что при усреднении
по реализациям шума траектория попадет в интервал dx. Поскольку
шум предполагается коротко-коррелированным по времени, усредне-
ние, ведущее к P(t + ∆t, x), можно производить независимо на вре-
менных интервалах (0, t) и (t, t + ∆t). Первое из этих усреднений дает
P(t, x), а второе позволяет перейти от P(t, x) к P(t + ∆t, x). Поэтому
имеет место соотношение

P(t + ∆t, x) dx = 〈P(t, x−∆x)d(x−∆x)〉 , (A.42)

где в правой части происходит усреднение по статистике шума на вре-
менном интервале (t, t + ∆t). Раскладывая это соотношение по ∆x и
∆t и сохраняя главные члены этого разложения, мы получаем

∂tP(t, x)∆t = −∂xP(t, x)g(x)∆t−P(t, x)∂xg(x)∆t

−
〈

∂xP(t, x)
∫ t+∆t

t

dt′ζ(t′)

〉

+
1
2

〈
∂2

xP(t, x)
∫ t+∆t

t

dt1 dt2 ζ(t1)ζ(t2)

〉
. (A.43)

Учитывая теперь соотношения (A.36) и сокращая на ∆t, мы находим
окончательно

∂tP = −∂x(gP) + C∂2
xP . (A.44)

Это и есть уравнение Фоккера-Планка. Отметим, что правая часть
уравнения (A.44) имеет вид полной производной. Это приводит к со-
хранению интеграла

∫
dxP(x), то есть гарантирует сохранение норми-

ровки (A.37).
Альтернативным способом вывода уравнения (A.44) является пе-

реход к дискретному времени, когда вместо уравнения (A.35) мы ис-
пользуем разностную схему

∆x = xn+1 − xn = [g(xn) + ζn]ε , (A.45)

где ε - шаг по времени. Аналогом же соотношений (A.36) является

〈ζnζm〉 =
C

ε
δnm , 〈ζn〉 = 0 . (A.46)
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Выражения (A.46) показывают, что реализации шума на разных шагах
не коррелируют, то есть усреднение на каждом шаге можно произво-
дить независимо. Это ведет к соотношению

Pn+1(x) dx = 〈Pn(t, x−∆x)d(x−∆x)〉 , (A.47)

которое является аналогом (A.42). Раскладывая правую часть урав-
нения (A.47) и производя усреднение с помощью (A.46), мы находим
дискретный аналог (A.44):

Pn+1 − Pn =
[−∂x(gPn) + C∂2

xPn

]
ε . (A.48)

Рассмотрим в качестве простейшего примера случай линейной “си-
лы” g: g = −Gx, где G > 0. Тогда уравнение Фоккера-Планка (A.44)
имеет следующее решение

P =

√
G

2πC[1− exp(−2Gt)]
exp

{
− Gx2

2C[1− exp(−2Gt)]

}
, (A.49)

которое соответствует начальному условию P(0, x) = δ(x). Мы видим,
что сначала функция распределения “расплывается”, а затем выходит
на стационарное решение

P =

√
G

2πC
exp

{
−Gx2

2C

}
. (A.50)

которое определяется балансом двух членов в правой части (A.44).
Спрашивается, насколько типично такое поведение? Первоначальное
“расплывание” вполне универсально, так как оно обязано действию
“диффузионного” члена в (A.44). Дальнейшая же судьба P зависит от
вида зависимости g(x). Можно формально выписать стационарное ре-
шение уравнения Фоккера-Планка, которое является решением урав-
нения (A.44) с нулевой левой частью:

P = exp
[∫

dx
g(x)
C

]
. (A.51)

Конечно, для g = −Gx это решение совпадает с (A.50). Если интеграл
по x от правой части (A.51) сходится, то это стационарное решение
реализуется на больших временах. При этом постоянная интегрирова-
ния определяется условием нормировки

∫
dxP = 1. Если же интеграл

по x от правой части (A.51) расходится, то никакого стационара P
не достигает, “расплываясь” неограниченно. Именно такое поведение
наблюдается, например, для g = −Gx, где G < 0. Соответствующее
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решение уравнения (A.44) определяется той же формулой (A.49), где
теперь G < 0.

Приведенную схему легко обобщить на случай, когда переменная,
фигурирующая в стохастическом уравнении, имеет несколько компо-
нент. Тогда исходное уравнение (A.35), соотношение (A.36) и уравне-
ние Фоккера-Планка (A.44) приобретают следующий вид

∂txi = gi(x) + ζi(t) , (A.52)
〈ζi〉 = 0 , 〈ζi(t1)ζj(t2)〉 = 2Cij δ(t1 − t2) , (A.53)

∂tP = − ∂

∂xi
(giP) + Cij

∂2

∂xi∂xj
P . (A.54)

Стационарное решение уравнения (A.54) найти далеко не так просто,
как в одномерном случае. Это возможно в важном случае, когда gi

является градиентом некоторого потенциала, а матрица C пропорцио-
нальна единичной матрице: Cij ∝ δij . Пусть gi = −∂U/∂xi, Cij = Tδij .
Тогда стационарное решение (A.54) имеет вид

P ∝ exp(−U/T ) . (A.55)

Таким образом T играет роль температуры, входящей в распределе-
ние Гиббса с данным потенциалом U . Отметим, что то же самое рас-
пределение Гиббса (A.55) будет решением стационарного уравнения
(A.54), если gi = −∂U/∂xi + ḡi, где ḡi удовлетворяет двум условиям:
∂ḡi/∂xi = 0 и ḡi∂U/∂xi = 0.

Приведенная схема обобщается и дальше, ее можно распростра-
нить на непрерывный предел, поскольку любое поле ϕ можно рас-
сматривать, как набор большого, но конечного числа степеней свобо-
ды (например, Фурье-гармоник). Тогда в r-представлении мы находим
вместо (A.52-A.54)

∂tϕ(t, r) = g(t, r) + ζ(t, r) , (A.56)
〈ζ(t1, r1)ζ(t2, r2)〉 = 2T Ξ̂ δ(t1 − t2)δ(r1 − r2) , (A.57)

∂tP = −
∫

ddr
δ

δϕ(r)
[g(r)P] + T

∫
ddr

δ2

δϕ(r)δϕ(r)
P, (A.58)

где 〈ζ〉 = 0, g считается функционалом ϕ, а Ξ̂ – некоторый простран-
ственный положительно определенный оператор, применяемый в (A.56)
к r1. Распределение Гиббса (A.55) является решением уравнения (A.58),
если выполняются следующие условия

g(r) = −Ξ̂
δU

δϕ(r)
+ ḡ(r) , (A.59)

∫
ddr

δḡ(r)
δϕ(r)

= 0 ,

∫
ddr

δU

δϕ(r)
ḡ(r) = 0 . (A.60)
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Как правило, макроскопические динамические уравнения (гидроди-
намические уравнения) имеют вид (A.59) и удовлетворяют условиям
(A.60), что и ведет к распределению Гиббса (A.55).

Подчеркнем, однако, что уравнение Фоккера-Планка описывает не
только релаксацию к равновесию, но и стохастическую динамику си-
стемы, которая далека от равновесия. Кроме того, оно может быть
использовано для анализа систем, которые вообще не приближают-
ся к статистическому равновесию (например, открытых систем). В
этом случае стационарное распределение не имеет вида распределе-
ния Гиббса или вообще не достигается со временем.

A.3 Упорядоченная экспонента

В настоящем приложении мы даем краткую сводку свойств так назы-
ваемой хронологически упорядоченной экспоненты. Этот объект есте-
ственным образом возникает в самых разных задачах, от линейной ал-
гебры до статистической физики и квантовой теории поля. Он связан
с линейными эволюционными задачами, когда оператор эволюции не
коммутирует в различные моменты времени, что создает определен-
ные трудности в решении такого сорта задач. В то же время именно
хронологически упорядоченная экспонента наиболее удобна при про-
ведении различного рода усреднений, как по квантовым, так и по клас-
сическим флуктуациям.

Рассмотрим задачу, которая заключается в отыскании решения ли-
нейного уравнения

∂tϕ = L̂ϕ , (A.61)

где L̂ – некоторый линейный оператор, который зависит от времени
t. В уравнении (A.61) ϕ может быть вектором (то есть иметь ограни-
ченное число компонент) или полем (то есть зависеть от некоторого
количества координат). В первом случае L̂ является матрицей, а во
втором – дифференциальным или интегральным оператором. Далее
мы изучаем общие свойства ϕ(t), которые не зависят от его конкрет-
ной реализации.

Формальное решение уравнения (A.61) может быть записано в сле-
дующем виде

ϕ(t2) = Ŵ (t2, t1)ϕ(t1) , (A.62)

где оператор Ŵ удовлетворяет следующему уравнению и начальному
условию

∂tŴ (t, t1) = L̂(t)Ŵ (t, t1) , Ŵ (t1, t1) = 1 . (A.63)
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Именно оператор (матрица) Ŵ называется хронологически упорядо-
ченной экспонентой, и обозначается часто следующим образом

Ŵ (t2, t1) = T exp
{∫ t2

t1

dt L̂(t)
}

. (A.64)

Подчеркнем, что хронологически упорядоченная экспонента (A.64) сво-
дится к обычной экспоненте только в том случае, когда операторы L̂(t)
коммутируют между собой в различные моменты времени. Именно
возможная некоммутативность L̂(t) мотивирует введение Texp.

Название хронологически упорядоченная экспонента может быть
объяснено, если мы перейдем к дискретному представлению уравнения
(A.61):

ϕj+1 − ϕj = εL̂jϕj , (A.65)

где ε – шаг по времени. Тогда вместо соотношения (A.62) мы находим

ϕk = (1 + εL̂k−1) . . . (1 + εL̂j)ϕj , (A.66)

где k > j. Таким образом, ϕk = Wkjϕj , где Wkj представляется в виде
хронологически упорядоченного по времени произведения факторов
1+εL̂j . Обратим внимание на то, что каждый из этих факторов также
можно интерпретировать, как экспоненту, поскольку при малых ε

1 + εL̂j ≈ exp(εL̂j) .

Произведение этих экспонент может быть записано в виде экспоненты
от суммы только в том случае, когда L̂j коммутируют между собой.
Это выражает на дискретном языке уже сформулированное нами вы-
ше свойство.

Отметим мультипликативность хронологически упорядоченной экс-
поненты:

Ŵ (t, t0) = Ŵ (t, t1)Ŵ (t1, t0) , (A.67)

где t > t1 > t0. Это свойство является простым следствием представ-
ления (A.62). Чтобы обосновать (A.67), необходимо сначала рассмот-
реть решение уравнения (A.61) на интервале (t0, t1), что дает ϕ(t1) =
Ŵ (t1, t0)ϕ(t0), а затем рассмотреть его решение на интервале (t1, t),
используя ϕ(t1), как начальное условие. В результате мы получим
ϕ(t) = Ŵ (t, t1)Ŵ (t1, t0)ϕ(t0), что и ведет к (A.67). Свойство мульти-
пликативности (A.67) становится почти очевидным, если обратиться
к дискретному представлению (A.66).

Уравнение (A.61) или (A.62) можно решать последовательными
итерациями, подставляя на n + 1-ом шаге в правую часть уравнения
его решение, полученное на предыдущем, n-том, шаге. В результате
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мы находим для хронологически упорядоченной экспоненты следую-
щий ряд

Ŵ (t, t0) = 1 +
∫ t

t0

dt1 L̂(t1) +
∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 L̂(t1)L̂(t2)

+
∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2

∫ t2

t0

dt3 L̂(t1)L̂(t2)L̂(t3) + . . . (A.68)

Обратим внимание на хронологическое упорядочение операторов L̂(t)
в каждом члене ряда (A.68). Этот ряд может быть использован для
исследования хронологически упорядоченной экспоненты на неболь-
ших разностях времен t − t0. Для больших же промежутков времени
никаких общих способов исследования Texp нет, ее поведение сильно
зависят от конкретных свойств L̂(t). Ниже мы разбираем два случая,
когда такое исследование является возможным.

Будем считать, что L̂ – действительная матрица n × n, случайно
меняющаяся со временем. Тогда хронологически упорядоченная экспо-
нента Ŵ (t, t0) также является действительной матрицей n×n. Изучим
поведение ее собственных значений eρi на временах, намного превы-
шающих время корреляции L̂(t), и считая, что статистика матрицы L̂
является изотропной. Приведем матрицу Ŵ (t, t0) к следующему виду

Ŵ (t, t0) = R̂D̂Ô , (A.69)

где D̂ – диагональная матрица (с компонентами eρi), а R̂ и Ô – ортого-
нальные матрицы. Перейдем теперь от времени t к времени t′. Тогда
мы получаем из (A.67)

Ŵ (t′, t0) = Ŵ (t′, t)R̂D̂Ô .

Если время t′ близко к t и, соответственно, Ŵ (t′, t) близко к единице,
то

exp(ρ′i) = [ÔŴ (t′, t)R̂]ii exp(ρi) .

Из этого соотношения мы получаем

∂tρi = [ÔL̂(t)R̂]ii .

Если статистика матрицы L̂ является изотропной, то в правой части
этих соотношений стоят случайные функции со статистикой, не зави-
сящей от ρi. Поэтому набор ρi удовлетворяет условию применимости
Центральной предельной теоремы [2]. В частности, на промежутках
t− t0, много больших времени корреляции L̂(t), типичным поведением
ρi является линейный рост (или убывание) со временем, а собственные
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значения Ŵ (t, t0), соответственно, зависят от времени экспоненциаль-
но [77].

Приведем теперь вывод уравнения Фоккера-Планка (A.44), исполь-
зуя понятие хронологически упорядоченной экспоненты. Функцию рас-
пределения вероятности P величины, подчиняющейся стохастическо-
му уравнению (A.35), можно записать в виде

P(y) = 〈δ(x− y)〉 , (A.70)

где усреднение идет по статистике шума ζ. Следствием (A.35) является
следующее уравнение

∂tδ(x− y) = −[g(x) + ζ(t)]∂yδ(x− y) .

Подставим здесь g(x)∂yδ(x− y) = ∂y[g(y)δ(x− y)], после чего решение
уравнения можно записать в следующем виде

δ(x− y) = T exp
{
−

∫ t

t0

dt′ ∂y [g(y) + ζ(t′)]
}

δ(x0 − y) . (A.71)

Подставляя это выражение в (A.70), мы получаем

P(y) =
〈

Texp
{
−

∫ t

t0

dt′ ∂y [g(y) + ζ(t′)]
}
P0(y)

〉
. (A.72)

Воспользовавшись теперь мультипликативностью хронологически упо-
рядоченной экспоненты, а также короткой коррелированностью ζ, что
позволяет производить независимые усреднения по разным времен-
ным интервалам, мы получаем, что (A.72) справедливо для произ-
вольного интервала (t0, t). Полагая этот временной интервал малым
и раскладывая Texp до второго порядка в соответствии с (A.68), мы
получаем (A.43), и далее уравнение Фоккера-Планка (A.44).
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